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Préface

Ce polycopié est dédié aux étudiants de la premiére année des classes préparatoires aux
grandes écoles des sciences de gestion, il peut étre aussi utile & ceux de la premiére année
LMD pour les domaines Mathématiques et Informatique, Sciences et Techniques, Sciences
de la Matiére et Sciences de la Nature et de la Vie. Il a pour objectif d’introduire les
principales notions et les outils mathématiques qui sont indispensables & toute formation
en mathématiques appliquées aux sciences économiques et sciences de gestion afin de
réussir dans les études supérieures.

La maitrise des techniques utilisées dans cet ouvrage exige la connaissance des outils
mathématiques faisant partie du programme de I’enseignement secondaire des étudiants.

Lors de la rédaction de ce travail, il a été pris en compte la clarté, la simplicité et la
pédagogie de la présentation afin d’attirer I’attention du lecteur.

J'espére que ce polycopié va aider les étudiants & dégager des points clés permettant

de structurer leur travail personnel et leur faciliter la lecture d’autres ouvrages.

L’auteur.
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Introduction

Les mathématiques !

Cette discipline qui a donné tant de sueurs froides & tant d’éléves et d’étudiants, car
oui, les mathématiques sont partout, que vous ayez pour ambition d’aborder des études
de sociologie, de psycologie, de physique ot les mathématiques sont un outil préviligié, de
biologie ou encore de gestion et d’économie, vous serez confronté a l’analyse d’intégrales,
de fraction, de multiplication ou encore de fonctions trigonométriques.

Avoir de solides bases dans ce domaine, qui est devenu un outil indispensable pour
I'innovation et les nouvelles technologies, était I’objectif principal fixé lors de la rédaction
de ce polycopié. En outre, les chapitres traités sont conformes au programme établi en
analyse dans les classes préparatoires aux grandes écoles des sciences de gestion.

En effet, cet ouvrage comporte six chapitres, le premier est une introduction aux
ensembles, applications et nombres réels.

Dans le second chapitre, nous allons aborder les suites numériques.

Le troisiéme chapitre comporte ’étude des limites et de la continuité des fonctions
numériques. La dérivabilité des fonctions sera détaillée dans le quatriéme chapitre.

Nous allons ensuites traiter les développements limités dans le cinquiéme chapitre, et

on termine par introduire la notion d’intégrale dans le dernier chapitre.



CHAPITRE

Ensembles, applications

et nombres réels

1.1 Ensembles

1.1.1 Définitions

e Un ensemble E est une collection d’éléments qui vérifient la méme propriété.
Exemple 1.1.1 E; = {rouge, noir}, Ey = {1,3,5,7,9} : entiers impairs inférieurs a 10.
e F est dit ensemble vide, noté ¢ ou {}, s’il ne contient aucun élément.
e On appelle cardinal de F, le nombre d’éléments de F.
Exemple 1.1.2 Card F, =2, Card Fy = 5.

e La relation définie entre ’ensemble E et ses éléments est 'appartenance. En effet,

on note par x € E si z est un élément de E et par = ¢ E dans le cas contraire.
Exemple 1.1.3 1 € Ey mais 2 ¢ E.

e On note par A C E pour dire que A est un sous-ensemble ou une partie de E,

c’est-a-dire que tout élément de A est aussi un élément de E. Autrement dit,

Vie A=z e E (1.1.1)



1.1. Ensembles

FIG.1.1. Notion d’inclusion

e A partir de 'ensemble F, on peut construire ’ensemble des parties de F, noté P (E) ,
ol

Card P (E) =264 ¥ (1.1.2)

Exemple 1.1.4 Si £ ={1,2,3}, Card E =3 = Card P (E) = 2* = 8. Donc,

P(E) ={e, {1}, {2}, {3}, {1,2} ,{1,3},{2,3},{1,2,3}}

1.1.2 Opérations élémentaires entre les sous-ensembles d’un en-

semble F

Soient A et B deux sous-ensembles de E, on définit les quatres opérations élémentaires

suivantes

o Intersection

ANB={z € Etelque x € Aet x € B} (1.1.3)

FIG.1.2. Notion d’intersection



1.1. Ensembles

e Réunion

AUB={z € E tel que x € A ou x € B} (1.1.4)

FIG.1.3. Notion de réunion

Remarque 1.1.1 Le "ou" dans la définition n’est pas exclusif; x peut appartenir o A et

a B en méme temps.

e Inclusion

ACBeVreFE,re A=z €B (1.1.5)
o Egalité

A=B&eVreFE,zr€As2eB (1.1.6)
Autrement dit

A=B& ACBetBCA (1.1.7)

1.1.3 Notion de complémentaire

Définition 1.1.1 Soient A et B deux sous-ensembles de E. Dire que x n’est pas dans A
(v ¢ A) revient & dire que x appartient au complémentaire de A dans E, noté par Ci ou
E\A.

Ca=E\A={zcE, z¢ A} (1.1.8)



1.1. Ensembles

E QCEA

FIG.1.4. Notion de complémentaire

e Si BCA,
Ci=A\B={rcFEtelquexzc Aetz ¢ B}

Remarque 1.1.2 On peut déduire les régles de calculs suivantes

o Commutativité

ANB=BNA, AUB=BUA

Associativité

(ANB)NC = AN(BNC)

(AUB)UC = AU(BUC)

Distributivité

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
AU(BNC) = (AUB)N(AUCQ)

AUA = A, AU¢p=A
ANA = A, ANd=¢

CAUB = CANCE, CAB = CAUCE
ANCh=¢, AUCHE=F
SiACB=CEcCh, C5F=A

(1.1.9)

(1.1.10)

(1.1.11)

(1.1.12)

(1.1.13)

(1.1.14)



1.2. Applications

1.1.4 Produit cartésien
Soient F et F' deux ensembles. Le produit cartésien, noté E x F, est I’ensemble
ExF={(z,y):x€FetyeF} (1.1.15)

Exemple 1.1.5
0.1 xR={(z,y):0<z<1letyecR}

Yy
X
—_——
0 1

Remarque 1.1.3 On peut faire le produit cartésien de plusieurs ensembles

AXBXCx..xKx..={(z,y,2,...k,...) ;e € Aye B,z C,...k e K,...} (1.1.16)

1.2 Applications

Soient E et F' deux ensembles.

1.2.1 Définitions

e Une application f : E — F est la donnée, pour chaque élément = € F, d’'un unique

élément y € F, noté f (z).

e Les applications peuvent étre représentées par deux types d’illustrations



1.2. Applications

flx)

Ensemble de départ Ensemble d’arrivée

FIG.1.5. Notion d’application (1ére illustration)

Ici, lassociation z — f (x) est représentée par une fleche.

b. L’ensemble de départ est représenté par ’axe des abscisses et celui d’arrivée par

I'axe des ordonnées

fx)

FIG.1.6. Notion d’application (2éme illustration)

Ici, association  — f (x) est représentée par le point (z, f (z)) .

1.2.2 Composition des applications

Soient f: E — F et g: FF — G deux applications, alors, go f : E — G est 'application
définie par

gof(zx)=9g(f(x)), Ve eFE (1.2.1)




1.2. Applications

Exemple 1.2.1 Soient

et

g : 0,400 =R
Tz —1
r+1

€T =

Alors, go f:]0,+00[ — R vérifie pour tout x € ]0, +00]
1 1—=
_ (N T g 1oz
gof(w)—g(f(x))—g<$>—l+1—1+$—1+$— Lot~
T T

x—l_

—g(z)

1.2.3 Image directe et image réciproque

Définition 1.2.1 Soient A C E et f : E — F une application

e L’image directe du sous-ensemble A par l'application f est l’ensemble

fA) ={f(x) tel que x € A} (1.2.2)

Exemple 1.2.2

e L’image de l'application f est l’ensemble

Imf={yeF,3re€eD:y=f(x)} CF (1.2.3)

ot D C E désigne le domaine de définition de ’application f.



1.2. Applications

Exemple 1.2.3
1. Soit
f: D—=R

)
1l est clair que D = [5, +oo[. Ainst,

Im f = {yGR,EIxG [g,-l—oo[:y:f(x)}

y=f(x) e y=+2x—75 et on cherche x en fonction de y.
yv*+5 5 vi+5
5 S 5, +0oo| &

Y
N | Ot

En effet, y* =22 -5 2r =1’ +5 1=

sy >0y e 0,+o0[. Par suite

Im f = [0, +o0|
i
2; ,/./‘
i -
1f //
1 I 4 s
_f

2.
f: D—>R

v f(r)=v20r—-3+1

D= [2,4—00[etyzf(x)@y—1=\/2x—3<:>(y—1)2=2:1:—3

-1°+3 _[3
X [§,+oo[<:>(y—1)220<:>y21<:>ye[1,+oo[-Donc

Im f = {yGR,EIxE [2,4-00[ tel queyzf(x)} =1, 4+o00[



1.2. Applications

f: D—>R
v f (o) =

r—1
rz+1

T o+l
yr+l)=r—-l<=ay+y=cr—-leoay—ov=-l-yszy—-1)=-1-y

1+ . . . .
= xr = 1_y Alors, y doit étre différent de 1 pour que x soit défini, et donc

D =R\{-1} et Imf = {yE]R,EI:z:E]R\{—l} tel que y = f (x) :13—1}- Donc,

y € R\ {1}. Par suite
Im f = B\ {1}

Définition 1.2.2 Soient B C F et f: E — F une application. L’tmage réciproque du

sous-ensemble B par lapplication f est l’ensemble
f(B)={x € E tel que f (z) € B} (1.2.4)

Exemple 1.2.4

Remarque 1.2.1
1. f(A)C Fet f7*(B)CE.
2. L’image réciproque f~1(B) d’un sous-ensemble B ne signifie pas que f est une

application bijective (a voir par la suite); elle existe quelque soit l’application.

1.2.4 Injectivité, surjectivité et bijectivité des applications

Soit f : E — F une application. Fixons y € F.

10



1.2. Applications

e Tout élément = € E tel que y = f (x) est un antécédent de y par f.
e L[’élément y est 'image de x par I’application f.

Exemple 1.2.5

Ici, l’élément y admet 3 antécédents par f qui sont x1,zs et xs.

Injectivité d’une application

Définition 1.2.3
e f est dite injective si

Vxl,:c2 S I f (LEl) = f (1'2) = T1 = T9 (125)

e [ est injective si et seulement si tout élément y € F a au plus un antécédent (et

éventuellement aucun) dans E.
Exemple 1.2.6

1. Clairement, f est une application injective.

)(‘

2. Ici, Uapplication f n'est pas injective car il existe © # x' mais f (x) # f(2')

11



1.2. Applications

3. Soit lapplication

f + N=Q
1
m () =
Pour étudier linjectivité, prenons ni,ng € N tels que f(n1) = f(ng). Alors,

1 1

= S 14+n =14+ ny & ny =ny. Ainsi, [ est injective.
1+TL1 1-|—n2 ! 2 ! 2 f J

4. Soit Uapplication

f : Z—N

r— f(x)=2?

On peut remarquer qu’on peut trouver deux éléments x1,x9 € Z, x1 # T2 mais f (x1) =
f(x2). En effet, si 11 =2 et xo = =2, x1 # x5 et [ (2) = f(=2) = 4. Ainsi, f nlest pas

mjective.

Surjectivité d’une application

Définition 1.2.4

e f est dite surjective si

VyeF, 3xeE:y=f(x) (1.2.6)

o f est surjective si et seulement si tout élément y € F a au moins un antécédent

dans E.

o f est surjective si et seulement si Im f = F (ensemble d’arrivée).

12



1.2. Applications

Exemple 1.2.7

1. Les deux applications représentées ci-dessous sont surjectives

2. L’application suivante est non surjective, car il existe y € F qui n'admet pas

d’antécédents dans FE.

f
E F
3. Soit
f: N=Q
1
e ) =
1
SimEQ,EI?nENtelquemzf(n)@m:r@m-l—mn:l(:)mn:
n

1-— 1
1—m(:>n=—m,m€<@. Siparewemplem=2:>n=—§¢N. Donc f n’est
m

pas surjective car m = 2 n’a pas d’antécédent dans N.

Bijectivité d’une application

Définition 1.2.5 L’application f est dite bijective si et seulement si elle est injective et
surjective a la fois. Ceci est équivaut a dire que pour tout y € F', il existe un unique x € E

tel quey = f(x). Autrement dit

Yy € F, 3z € E tel que y = f (x) (1.2.7)

13



1.2. Applications

Remarque 1.2.2 L’existence de x vient de la surjectivité et l'unicité vient de l'injectivité,

c’est & dire, tout élément y de F' a un unique antécédent x de E par f.

Exemple 1.2.8 Les applications suivantes sont bijectives

f h

- |

\

E F F /
|

Proposition 1.2.1 Soit f : E — F une application

e f est bijective si et seulement si il existe une application g : F — E telle que

fongdp etgofzde

ot Idg : E — E est Uapplication identité de E définie par Idp (x) = x
(resp. Idp : F'— F est Uapplication identité de F définie par Idp (y) = y) qui vérifie

fold=1Idof=f (1.2.8)

o L’application g est unique et elle est aussi bijective, elle s’appelle la bijection ré-

ciproque de f notée f~'. De plus, (f~1)" = f.
o fog=Idp veut dire que Yy € F' : f (g (y)) = v.
e go f = Idg veut dire que Vx € E: g(f (z)) = x.
Exemple 1.2.9 Soit
[ R—1]0,+00]

x— f(r)=expax

N expx

14



1.3. Nombres réels

Cette application est clairement bijective et sa bijection réciproque est

g : ]0,400[ =R

y+—g(y)=Iny

et on a bien

exp(In(y)) = y, ¥y €]0,+00]
In(exp(z)) = (x), Ve €R

Proposition 1.2.2 Soient f : E — F et g : F' — G deux applications bijectives. Alors,

Uapplication go f : B — G est bijective et sa bijection réciproque est

(gof) ' =fTlog™ (1.2.9)

1.3 Nombres réels

1.3.1 Introduction

La théorie des ensembles a permis de construire 'ensemble des entiers naturels
N={0,1,2,3,...,n,...} (1.3.1)

Si on a deux entiers naturels a et b; il n’existe pas toujours un élément z € N tel que

at+x=">0 (1.3.2)

15



1.3. Nombres réels

A titre d’exemple, si a = 1 et b = 0, I’équation (1.3.2) n’admet pas de solutions dans N.
Donc, on plonge N dans un ensemble plus grand noté Z et appelé ’ensemble des entiers

relatifs, et dans lequel toute équation du type (1.3.2) admet une solution.
Z=A.,-n,..,—2,-1,0,1,2,....n, ...} (1.3.3)
et on a
NcCZ (1.3.4)

Maintenant, si on a deux entiers relatifs a (a # 0) et b tels que a ne divise pas b (i.e. la

b
fraction — est irréductible), il n’existe pas d’éléments dans Z tels que I’équation
a
ar =b (1.3.5)

soit vérifike. D’oul la nécessité de construire un ensemble plus grand que Z dont les
équations du type (1.3.5) admettent une solution. Cet ensemble est noté Q et est appelé

I'ensemble des nombres rationnels.
Q= {E (fraction irréductible) tels que p,q € Z,q # 0} (1.3.6)
q
On a donc

NczcQ (1.3.7)

Mais, dans I'ensemble Q, I’équation

22 =2 (1.3.8)

par exemple n’a pas toujours de solutions dans Q. En effet, raisonnons par ’absurde, c’est

a dire, supposons le contraire
Jz € Q tel que 2% =2

mais si x € Q = Ip,q € Z,q # 0 tels que x = P st irréductible. Donc, 22 = p_2 =2
q q
& p? = 2¢° = p? est pair= p est pair= In € Z tel que p = 2n. D’autre part, p* = 2¢>
veut dire que p? = 4n? = 2¢®> & ¢® = 2n? = ¢* est pair et par suite, ¢ est pair. Ainsi, p

et ¢ sont deux entiers pairs, ce qui contredit I’hypothése d’irréductibilité de la fraction P
q
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1.3. Nombres réels

Donc, on plonge I'ensemble Q dans un ensemble plus vaste appelé ’ensemble des
nombres réels et est noté R dans lequel les équations du type (1.3.8) admettent une
solution.

Enfin, on a

NCZcQcCR (1.3.9)

Remarque 1.3.1 Il existe des nombres réels qui ne sont pas rationnels; ces nombres sont

dits irrationnels. On note par R\Q [’ensemble des nombres irrationnels qui est défini par

R\Q={z R etz ¢ Q} (1.3.10)

Autrement dit, R\Q est le complémentaire de Q dans R. Il est donc naturel d’écrire

R={Q} U{R\Q} (L3.11)

Exemple 1.3.1 e, 7, /2 sont des nombres irrationnels.

1.3.2 Propriétés de R

Premiére propriété : opérations

Ce sont les opérations que vous avez toujours pratiquées. Pour a,b,c € R, on a

a+b=>b+a,
0+ a=a,
a+b=0<a=-b,
(a+b)+c=a+(b+c),
axb=>bxa,
1xa=asia##0,
xb=1% !
a = a = —
b?
(axb) xc=ax(bxc),
ax(b+c)=axb+axec,

axb=0<a=00ub=0.

On résume toutes ces propriétés en disant que (R, +, X) est un corps commutatif.
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Deuxiéme propriété : relation d’ordre

Définition 1.3.1 Soit E un ensemble

1. Pour x,y € E, on dit que x est en relation avec y et on note xRy pour signifier

qu’il y a une correspondance entre les éléments de F.
2. Une relation R est une relation d’ordre sur E si

o R est reflexive

Ve e B, zRx (1.3.12)
o R est antisymétrique
Ve,y€ E, (zRy et yRax) = x =1y (1.3.13)
o R est transitive
Va,y,z € B, (zRy et yRz) = 2Rz (1.3.14)

3. Sil’ensemble E est muni d’une relation d’ordre, on dit que (E,R) est ordonné.
Exemple 1.3.2 La relation” <7 est une relation d’ordre sur N.
Définition 1.3.2 Une relation d’ordre R sur E est dite totale si
Vr,y € E, ®Ry ou yRx (1.3.15)
Dans ce cas, on dit que (E,R) est un ensemble totalement ordonné.

Théoréme 1.3.1 La relation ” <7 sur R est une relation d’ordre, et de plus, elle est

totale. Autrement dit, (R, <) est totalement ordonné.

Preuve. En effet
Ve eR, z<uz,
Ve,yeR, (z<yety<z) = x=y,
Ve,y,z €R, (z<yety<z) =z <z,

Ve, y e R, onax <youy <z
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1.3. Nombres réels

Remarque 1.3.2
1. V(z,y) € R2, on a par définition
r<ysy—x>0 (1.3.16)
r<ysrx<yetrFy (1.3.17)

7

2. Les opérations de R sont compatibles avec la relation d’ordre” <7 au sens suivant,

Ya,b,c,d € R
a<betce<d=>a+c<b+d (1.3.18)
a<betc>0=axc<bxc (1.3.19)
a<betc<0=axc>bxc (1.3.20)

Troisiéme propriété : propriété d’Archimeéde

L’ensemble R est Archimédien, c’est a dire
VeeR,IneN, n>ux (1.3.21)

Autrement dit, pour tout réel z, il existe un entier naturel n strictement plus grand que

x.

Remarque 1.3.3 Cette propriété peut sembler évidente, mais elle est essentielle puisqu’elle

permet de définir la partie entiére d’un nombre réel.

1.3.3 Partie entiére d’un réel

Définition 1.3.3 Soit x € R, il existe un unique entier relatif noté E (z) qui vérifie
E(x)<z< E(x)+1 (1.3.22)

E (z) s’appelle la partie entiére de x.

19



1.3. Nombres réels

Exemple 1.3.3
2.853) =2 car 2 < 2.853 < 3

m)=3car3 <314 <4
—3.5)=—4 car —4<-35< -3
3)=3car3 <3<4

Remarque 1.3.4 On note aussi E (z) = [z].

m—
y=Ex)
&
E(2,853)=2
———————— D
1
|
— |
1 |
1
1
Pr— gyl
0 1 2,853 x
PO
e
L

FIG.1.7. Graphe de la fonction z — E (x)

1.3.4 Valeur absolue d’un réel

Pour un nombre réel x, on définit la valeur absolue de x par

x, six>0
|z| = (1.3.23)
—z, siz<0

y= x|

FIG.1.8. Graphe de la fonction = — |z|
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Propriétés vV € R, Va > 0

1. || >0,dou|z|=0<x=0etsi|z]| >0 x#0.
2. |a] = |=xf, Va2 = |z|
3. jz|<ae —a<z<aetsilz|>as < —aouzx>a.
x, six>y, yeR
4. |£L’y| = |£L’| |y| ) |£L’| = max (—ZL’,ZE) ol max (xvy) =
y, siyz>ux
5. |z +y| < |z] 4 |y| Inégalié triangulaire.
6. ||z] — |y|| < |z — y| Seconde inégalité triangulaire.

Remarque 1.3.5

1. On représente souvent les nombres réels sur une droite numérique

2. Sur la droite numérique, |x — y| représente la distance entre les réels x et y. En

particulier, |x| représente la distance entre les réels x et 0.

|x| lx—yl

- R .

1.3.5 Parties majorées et minorées de R

Majorants et minorants

Définition 1.3.4 Soit E un ensemble non vide totalement ordonné et soit A une partie

non vide de E.
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1. On dit que M € E est un majorant de A (ou A est majorée par M ) si et seulement
St

Vee Ay o <M (1.3.24)

2. On dit que m € E est un minorant de A (ou A est minorée par m) si et seulement
st

Vee Ay o >m (1.3.25)
Exemple 1.3.4 Soient E =N et A={1,2,3}.

Ici, M =3 ou M =4 ou M =5... sont tous des majorants de A car 1 < 3,2 < 3

et 3<3.... De méme, m =0 ou m =1 sont les minorants de A car 1 >0 ,2 >0

et 3> 0...

3. Si M est un majorant de A qui appartient o A, alors, il est unique pour cette
propriété; on lappellera le plus grand élément de A et on le note M = max A ( le

mazximum de A).

4. Si m est un minorant de A qui appartient & A, alors, il est unique pour cette
propriété; on appellera le plus petit élément de A et on le note m = min A ( le

minimum de A).
Exemple 1.3.5 Pour l’exemple précédent

e 3 est le seul majorant qui appartient a A, donc 3 est le plus grand élément de A,

d’ots max A = 3.

o [ est le seul minorant qui appartient & A, donc 1 est le plus petit élément de A,

d’ot, min A = 3.

Borne supérieure et borne inférieure

1. Si A est une partie majorée de E et si I’ensemble de ses majorants a un plus petit
élément a, alors, « est la borne supéricure de A et elle est notée sup A. Autrement

dit, la borne supérieure de A est le plus petit des majorants de A.
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2. Si A est une partie minorée de E et si [’ensemble de ses minorants a un plus grand
élément (3, alors, B est la borne inférieure de A et elle est notée inf A. Autrement

dit, la borne inférieure de A est le plus grand des minorants de A.
Exemple 1.3.6 Gardons le méme exemple précédent.

o L’ensemble des majorants de A est {3,4,5,...} . Ainsi, 3 est le plus petit des majo-

rants, donc, sup A = 3.

e De méme, l'ensemble des minorants est {0,1}, et comme 1 est le plus grand des

minorants, donc, inf A = 1.
Remarque 1.3.6

a. Si la partie A est majorée et minorée a la fois, on dit qu’elle est bornée et on écrit

Vee A,dm, M e E:m<x <M (1.3.26)

b. Lorsque les bornes sup et inf existent, elles sont uniques.

Exemple 1.3.7 L’ensemble A = {1,2,3} est borné puisqu’il est majoré et minoré a la

fois.
e Axiome de la borne supérieure (ABS)

Soit A une partie non vide de ’ensemble £

1. o est un majorant de A & Vr € A, © < «
a=supAe< 2Ve>0,Frcd:z>a—c¢ (1.3.27)

(i.e. « est le plus petit des majorants)

ol ¢ € R est trés trés trés...petit, proche de 0.
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e Axiome de la borne inférieure (ABI)

Soit A une partie non vide de ’ensemble E

1. 5 est un minorant de A< Ve € A, ¢ > 3
f=infAe{ 2Ve>0,IrcAdiz<f+e (1.3.28)

(i.e. (8 est le plus grand des minorants)

Exemple 1.3.8 Soit E=R et A=[0,1].

Il est clair que tout ce qui est a gauche de 0 (y compris le 0) sont des minorants de
A, c’est a dire

Vm € |—00,0], m est un minorant
et tout ce qui est a droite de 1 (y compris le 1) sont des majorants de A, c’est a dire

VM € [1,+oo[, M est un majorant

Donc, A est bornée, ce qui implique l'existence des bornes inférieure et supérieure.
Plus précisement, 1 est le plus petit des majorants de A, donc sup A =1, et 0 est le plus
grand des minorants de A, donc inf A = 0.

On remarque aussi que 1 est un majorant qui n’appartient pas a A, donc le mazimum

de A n’existe pas. Par contre, 0 € A et donc min A = 0.

1.3.6 Densité de Q dans R

Intervalles
Ce sont des ensembles particuliers de R.
a. Intervalles bornées : Soient a,b € R

e Intervalle ouvert

la,b={z €R, a <z < b} (1.3.29)

o Intervalle fermé

[a,b] ={z € R, a <z < b} (1.3.30)
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o Intervalle semi-ouvert a droite

[a,b)={r €R, a <z < b} (1.3.31)
e Intervalle semi-ouvert & gauche

la,b) ={z e R, a <x < b} (1.3.32)

b. Intervalles non bornées : Soit ¢ € R

|—o0,a[ ={r €R, = <a} (1.3.33)

[ ]
|—00,a] ={zx € R, z <a} (1.3.34)

[ ]
la,4o0[={x €R, = > a} (1.3.35)

[}
la,+oo] ={z € R, = > a} (1.3.36)
Remarque 1.3.7 L’ensemble R = |—o0, +oo| n'est pas borné car il n'est ni magjoré ni

minoré, mais, st on lui rajoute +00 et -0o, il devient borné, et on écrit
R = RU{—o00, +00} (1.3.37)
1l s’appelle dans ce cas la droite numérique achevée.

Notation 1.3.1

R*={x eR, 2 #0} =]—00,0[U]0,+00[ = R\ {0}
Ry ={z€eR, z>0} =[0,+00]
Ry ={z e R, = >0} =]0,4+00]
R_={zeR, z<0}=]-00,0]
R* ={z €R, 2> 0} =]—00,0]
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Densité

Définition 1.3.5 On dit qu’une partie non vide A est dense dans un ensemble E si et

seulement st

Ve,ye E, Ire Atz <r<y (1.3.38)
Exemple 1.3.9
1. L’ensemble des nombres rationnels Q est dense dans R
Ve,yeR, IreQ:z<r<y (1.3.39)

Autrement dit, tout intervalle ouvert (non vide) de R contient une infinité de ra-

tionnels.

2. L’ensemble des nombres irrationnels R\Q est aussi dense dans R.

1.3.7 Identités remarquables et formule du bin6me de Newton

Identités remarquables

On appelle identité ’égalité de deux expressions algébriques équivalentes. Voici quelques
identités particuliéres
(a+b)* = a®+2ab+ 1%, (a—Db)* = a® — 2ab+ b?

(1.3.40)
(a+b)(a—b)=a®>—=b* (x+a)(z+b) =2*+(a+b)z+ab

Formule du bindme de Newton

a. Coefficients du binéme. Ces coefficients sont notés par C* qui peuvent etre
calculés en utilisant la formule

|
Ck = m nkeNtelque0<k<n (1.3.41)

ol

nl=n(n-1)(n—2)..32.1 (1.3.42)

est le factorielle de n, avec 1! = 1 et par convention, 0! = 1.
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Propriétés
C0'=1,Cl=n, C"=1
Cnk=Ck CO4+Cl+.. +CF+.. +Cr =2 (1.3.43)
Ck =Ck | + Ok

b. Formule du binéme. Soient a,b € R et n un entier positif, alors

(a+0b)" Z(Jk n—kpk (1.3.44)

= 03 a"b® + Cha ' 4 L+ Cha R 4 L+ Cra®b”

Exemple 1.3.10

3
(@+b)’ = > Cia®"* = Ca®’ + C3a®b + Ciab® + C3a"b’
k=0
= a® +3a%b + 3ab® + b*

2. Déterminons le coefficient de 2°y* dans le développement de (x3 + 2y)6.

Ici, a =23, b= 2y et n =6, alors

6

(:1:3 + 2y)6 = Z C’é“ (:1:3)6_k (2y)k

k=0

Donc, pour obtenir le coefficient de 25y*, on remplace par k = 4. Ainsi,

Cq (x3)6_4 24yt = 16C% (x3)2 y*

Finalement, le coefficient cherché est 240.
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1.3.8 Equations et inéquations avec les valeurs absolues dans R
Equations
Exemple 1.3.11 On veut résoudre dans R [’équation suivante

|-3x + 4|+ |x — 5| =10 (E1)
On doit tout d’abord déterminer les valeurs frontiéres de chaque valeur absolue

4

r—=5=0&2=5

On remplit ensuite un tableau de la forme

X —oo L_I' 5 4o
3
=3x + 4| —3x+4 0 Ix—4 11 Ix—4
11
=5 + x| 5—x o 5—x 0 —S+x
—4x4+9 =10 2x+1=10 4x-9=10
_ 1 9 18
{El} l:—i _}_:E 'l:T
possible possible impossible

On obtient alors deux solutions et l’ensemble de solutions sera

19
5= {13}

Inéquations
Exemple 1.3.12
3
1. 3:1:—52:1:—2(:)31:—x25—2@2:1123(:):1725{:)5: —, 400
2.

20— 1] < |o +2] (E»)
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e lére méthode

Les valeurs frontiéres de chaque valeur absolue sont

1
2r—1=0sz==
X X B

r+2=0&2=-2

On remplit ensuite le tableau

X —00 -2 l +0o0
2
|2x — 1| —2x+1 5 —2x+1 0 2x—1
K+ 3 0 $42 % $42
—2x+1 € —x=2 —2x+l < x4 21 < x42
1
(E») xz>3 1?—5 x<3
impossible 11 B l;}
Si,=0 Sr=|-3i5 2

On obtient alors l'ensemble de solutions
1
S=5USUS;= —5,3
e 2éme méthode
On peut procéder de la maniére suivante

20 -1 < |z42/ e 2c-1)°<(z42)°
& 4 —dr+1<2?4+4rx+4

& 327 —8r—-3<0
Clairement, on doit calculer

A = 64—4.3.(=3)=100
8—10 1 8410

T = —5 L2

6 3 6

3
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On peut donc écrire
327 — 8z — 3 = <x+—> (r—3)<0

Ainsi, l’ensemble de solution sera
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CHAPITRE

2 Suites numériques

2.1 Définitions

2.1.1 Définition d’une suite

Une suite réelle u (n) est une liste ordonnée de nombres réeles, ou n parcourant tous les
nombres entiers. Ce n’est donc rien d’autre qu'une application & valeurs réelles, dont

I’ensemble de définition est I’ensemble N

u : N—=R (2.1.1)

ou 'on note u,, plutdt que u (n). L’élément u,, est appelé le terme général de la suite qui

est défini en fonction de n, et donc, une suite est ’ensemble de tous les termes et est notée

(un)nEN :
Exemple 2.1.1

° (\/ﬁ)nZO est la suite de termes 0,1,v/2,/3, ...

o ((—=1)"),5¢ est la suite qui alterne +1,—1,+1, 1, ...
9n — 20

e La formule u, = 5— définit une suite dont les premiers termes sont uy = —11,
n
1 7
Up = ——=, U3 = =, ...
2 92 y U3 9 ’
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2.1.2 Suites majorées, minorées et bornées

Définition 2.1.1
o Une suite (uy), oy est dite majorée si

IMER, YnEN, u, <M (2.1.2)

o Une suite (uy), oy est dite minorée si

dneR, VneN, u, >m (2.1.3)

o Une suite (uy), oy est dite bornée si

JaeR, Vne N, |u,| <« (2.1.4)

FIG.2.1. Suite majorée a gauche, suite minorée a droite

2.1.3 Suites croissantes, décroissantes et constantes
Définitions

o Une suite (uy), oy est dite constante si le terme général ne dépend pas de n.
Exemple 2.1.2 u, = \/§ est une suite constante.
e Une suite (uy), oy est dite croissante (resp. décroissante) ssi

Vn € Ny tuyi1 > uy, (respVn € Ny uyq < uy,) (2.1.5)
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o Une suite (uy), o est dite strictement croissante (resp. strictement décroissante) ssi

Vn € Nty 1 > u, (tespVn € Ny u, 1 < uy,) (2.1.6)

e Une suite (u,),.y est dite croissante (resp. décroissante) a partir d’un indice N si

VneN, AN eN, n> N

Ups1 = Up (TESP. Upy1 < Up) (2.1.7)

Exemple 2.1.3 Reprenons l’exemple ci-dessus,

9n — 20 —9n2 + 31n + 20
Up = —5— = Upy1 — Uy = 5
n n?(n+1)
— (9 +5
_n )(n_;)<O,VnZ5
n?(n+ 1)

Donc, cette suite est strictement décroissante & partir de l’indice N = 5.

e Une suite (uy),y est dite monotone (resp. strictement monotone) si elle est crois-

sante ou décroissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

Remarque 2.1.1 Si (uy,), .y est une suite a termes strictement positifs, elle est crois-

sante ( resp. décroissante) ssi

Intl ) (2.1.8)

Vn € N, Untt > 1 (resp. Vn € N,
Unp, Unp,
Exemple 2.1.4

o Considérons la suite (uy), .y définie par

Up =12 =N —2= Uy —up =2n>0,Yn €N

Donc cette suite est croissante.

n

o Considérons la suite (uy), oy définie par u, = 3 On a
n U1 2n+1 3n 3
Up = — > 0= 2= = X —=-<1
3" Up, ol 2n 2

Ce qui prouve que la suite est strictement décroissante.
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2.2 Limites

Soit (up),cy une suite

2.2.1 Limites finies
Définition 2.2.1 (u,), oy @ pour limite | € R si
Ve>0,INeN,VneN: n>N=|u,—[|<e (2.2.1)

On dit aussi que la suite (uy), o tend vers I ou (uy), oy est proche d’aussi prés que l'on

veut de l, & partir d’un certain rang N

FIG.2.2. Suite ayant une limite finie /

2.2.2 Limites infinies

Définition 2.2.2

o (Up),cy tend vers 400 si

VA>0,dNeN, VneN: n>N =u, > A (2.2.2)

o (Uy),cy tend vers —oo si

VA>0,ANeN, YneN: n>N=u, < —A (2.2.3)
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Remarque 2.2.1

On note lim wu, =1 ou parfois u, —,_, .
n—-+0oo

e lim w,=-00= lim (—u,)=4o0.
n—+oo n—-+0o

Dans la définition (2.1.9), N dépend de ¢ et on ne peut pas changer 'ordre de ¥ et
3.

|u, — 1] < € signifiel —e < u, <l +e.

2.2.3 Nature d’une suite (convergence ou divergence d’une suite)

Définition 2.2.3 On dit qu’une suite (u,), oy est convergente vers le réel | si elle admet

n—+oo

1
une limite finie (u, = — — 0). Elle est divergente sinon, autrement dit, soit la suite
n

tend vers oo, soit elle n’admet pas de limite (u, = n — +00).

n—-4oo

Proposition 2.2.1 S5i une suite est convergente, sa limite est unique.

Preuve. Supposons qu’une suite (u,), .y tend vers [ et I'. Soit € > 0, on peut trouver

deux entiers N; et N, tels que

Vn > Ni: |u,—1|<e¢ (2.2.4)

Vn > Ny: |u,—1U'|<e
Si on prend N = max (N7, N2), donc, pour tout n > N, on a
=1 <l = up| + Ju, = U'| <2e (2.2.5)
Ce qui prouve que |l —1'| <2e,Ve >0,doncl=1" =

Proposition 2.2.2 (Condition nécessaire de convergence) Toute suite convergente

est bornée.
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Preuve. Soit (uy), .y une suite convergente vers I € R. En appliquant la définition

de la limite (2.1.9) pour € = 1, on peut écrire pour n > N

[un] = |1+ (up = O < U] + Jun =1 < JI]+1 (2.2.6)
Ce qui donne, Vn € N

|| < max (Juol, Jus, ..., [un_1], [l + 1) = « (2.2.7)
Donc, (uy), ey €st bornée. m
Remarque 2.2.2 Une suite bornée n’admet pas forcément une limite.
Exemple 2.2.1 u, = (-1)", neN.

Théoréme 2.2.1 Soit (uy), o une suite & termes strictement positifs. S’il existe o € R

tel que Vn € N on a

. Up+1 .
e lim =a<l= lim u,=0< (u converge.
n—+00 Uy, n—+o0 n ( ")neN g
. un+1 .
e lim =a>1= (up),oy diverge.

n—-400 Up,

. un+1
e lim

=a = 1= on ne peut rien dire.
n—-+400 Up,

n

Exemple 2.2.2 Soit a > 0 un réel. Etudions la nature de la suite u,, = 4

n!
U1 a™t! " n_’ _a"a E _a
Un, m+1)! a» (n+1)n! a n+l
. Up41
= lim |—=|= =0<1
n—+oo | Uy n—+oo [N, + 1

Done, lim u, =0 (uy), oy converge.

n—-—4oo

2.2.4 Propriétés des limites

e lim u,=0l< lim |u,—1]=0

n—-+00 n—-+00
o lim u,=[0< lm |u,| =]
n—-—4o0o n—-+4oo
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2.2. Limites

Opérations sur les limites finies

Soient (uy,), oy €t (Un), oy deux suites convergentes

e lim wu, =1 (Il €R),alors pour A € Rona

n—-4o0o

lim Au, = Al

n—-+o0o

o lim w,=let lim v, =10, (I,I' €R), alors

n—-+00 n—-+o0o

lim (u, +v,) =1+, lim (u, X v,)=1x1

n—-+00 n—-+o0o

e Si lim w, =1, (Il € R*), alors si u, # 0 pour n assez grand

n—-4oo

1 1
Exemple 2.2.3 Soitu, =2+ —, [ =2#0= — = "
n

—
U, 2n-+1

Opérations sur les limites infinies

Soient (un), oy €t (Vn), oy deux suites telles que lim v, =

n—-+4oo

lim — =0
n—-4o0o Un

® Si (un), oy est minorée, alors

lim (u, +v,) = +00

n—-—+o0o

1
Exemple 2.2.4 lim ( — + _n? )= +oo.
n—-4oo n
N Un

Un

® Si (up),cy est minorée, alors

lim (u, X v,) = +00

n—-4oo
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2.2. Limites

. 1 9
Exemple 2.2.5 nl_l&loo( —X&n ) = +oo.
~~ Un

Un

e Si lim w, =0 et u, >0, alors

n—-+4oo

lim — = 400 (2.2.14)

1
Exemple 2.2.6 lim = +00.

n—-+oo I
Proposition 2.2.3 Si (uy,),cyest une suite bornée et (vy,), oy st une suite qui tend vers
0, alors

lim (u, X v,) =0 (2.2.15)

n—-+00

Exemple 2.2.7 lim osn_ 0car —1<wu,=cosn<1let lim v,= lim — =0.

1
n—+oo \/ﬁ n—+o0 n—+oo \/ﬁ

2.2.5 Limites et inégalités

e Soient (uy),cy €t (v5),cy deux suites convergentes telles que Vn € N, u,, < vy, alors

neN

lim w, < lim v, (2.2.16)

n—-+o0o n—-+0o0o

o Soient (un), oy €t (Un), ey deux suites telles que lim wu, = 400 et ¥Yn € N, u, < vy,

n—-—+0o0
alors
lim v, =400 (2.2.17)
n—-—4oo
(resp. si lim wu, = —oco et Vn € N, v, < u,, alors lim v, = —00)
n—-+o0o n—-+o0o

e Théoréme d’encadrement ou des gendarmes

Soient (u,,) (Un)pen €t (wn), oy trois suites qui vérifient

neN»
vn e N,u, <v, <w, (2.2.18)
et
lim u,=[0= lim w, (2.2.19)
n—-—+0o0o n—-+00
alors,
liI_P vy, =1 (2.2.20)
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2.3. Suites remarquables

Remarque 2.2.3

o Soit (un)neN une suite convergente telle que VYn € N, u,, > 0, alors liIil U, > 0.
n—0oo

o Soit (uy),cy une suite telle que Yn € N, u, > 0, on ne peut pas affirmer que

lim w, >0 mais lim wu, > 0.
n—-+00 n—-—+0oo

1
Exemple 2.2.8 u, = 1 est une suite o termes strictement positifs mais
n

lim u, =0
n—-4oo

2.3 Suites remarquables

2.3.1 Suites arithmétiques

Définition 2.3.1 Une suite (u,), .y est dite arithmétique s’il existe un nombre réel r,

appelé raison de la suite tel que

Upy1 = Up + 7, VN (2.3.1)
Exemple 2.3.1
e La suite des entiers naturels
0,1,2,3,...
e La suite des nombres pairs
0,2,4,6, ...

o La suite définie par : ¥Yn € N

Up=N—2=> Uy =n+Dd—-2=u,+5

est une suite arithmétique de raison r = 5.
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2.3. Suites remarquables

Relation entre les termes (expression du terme général)

Théoréme 2.3.1 Considérons la suite arithmétique (uy), .y de premier terme ug et de

raison r, alors

e Vn>1

Up = Up + N (2.3.2)
o D’une maniére générale, Vm,p € N
Uy = Uy + (M —Dp) 71 (2.3.3)

Preuve. 1. On démontre la relation (2.3.2) par récurrence. Puisque (u,), oy est une
suite arithmétique, la relation (2.3.2) est vraie pour n = 1. Donc u; = ug + r. Supposons
que la relation (2.3.2) est vraie jusqu’a l'ordre n et montrons que u, 11 = ug + (n+ 1) 7

est vraie. En effet, la suite (uy), oy est arithmétique, donc
Upp1 = Up + 7 (2.3.4)

Ainsi, en utilisant la relation (2.3.2) dans (2.3.4), on aura
Upyr =Ug+nr +17=uy+ (n+1)7r (2.3.5)

qui est le résultat cherché.

2. D’apreés le point précédent
U, = Ug + M1 et u, = uy + pr (2.3.6)

d’ou
Uy — Up =M1 —pr = (m —p)r (2.3.7)

Ce qui démontre la relation (2.3.3). =

Somme des termes

La somme des termes d’une suite arithmétique est donnée par

1" terme+dernier terme
2

S, = nombre de termes X (2.3.8)
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2.3. Suites remarquables

Exemple 2.3.2 Calculons S19 = ug + ... + u1g pour la suite u, = dn — 2. En effet,

9148
810=11><T+=253

Nature d’une suite arithmétique

Considérons la suite arithmétique (u), . de premier terme u, et de raison r, alors

1. Sir>0= lim wu, = +oo (la suite diverge).

n—-4oo

2. Sir<0= lim w, = —oo (la suite diverge).

n—-4oo

3. Sir=0=VYn €N, u, =ug (la suite converge).

2.3.2 Suites géométriques

Définition 2.3.2 Une suite (u,), .y est dite géométrique s’il eviste un nombre réel q

appelé raison tel que

Upy1 = Uy X q, VN (2.3.9)

Exemple 2.3.3
o La suite des puissances successives de 2

1,2,4,8,16,32, ...

o La suite définie par : Vn € N

u, = (=1)" = (+1,-1,+1,...)

e La suite définie par : ¥Yn € N

Up =2X3" = Up 1 =2X3"X3=u, X3

est une suite géométrique de raison q = 3.
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2.3. Suites remarquables

Relation entre les termes (expression du terme général)

Théoréme 2.3.2 Soit (u,), oy une suite géométrique de premier terme uqg et de raison

q # 0. Alors

e Vn>1
Uy, = Ug.q" (2.3.10)

e D’une maniére générale,Ym,p € N, (m > p),

Uy, = Up.q" 7 (2.3.11)

Preuve. 1. On démontre la relation (2.3.10) par récurrence. Puisque (u,), oy €st une

suite géométrique, la relation (2.3.10) est vraie pour n = 1. Donc u; = ug.q. Supposons

que la relation (2.3.10) est vraie jusqu’a l'ordre n et montrons que u,,; = up.q"** est
vraie. En effet, la suite (u,), .y est géométrique, donc
Upi1 = Up.q (2.3.12)
Ainsi, en utilisant la relation (2.3.10) dans (2.3.12), on aura
Upy1 = Ug.q".q = Uo-qn+1
qui est le résultat cherché.
2. D’apres le point précédent
U, = Up.¢" et u, = up.q" (2.3.13)
d’ou, puisque g # 0
Z_: _ ‘é_j — g (2.3.14)

Ce qui démontre la relation (2.3.11). =

Nature d’une suite géométrique

n

Proposition 2.3.1 Fizons un réel a. Soit (u,) la suite de terme général u, = q

neN

(suite géométrique du premier terme ug = 1 et de raison q), alors
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2.3. Suites remarquables

1. St g =1 = la suite converge.

2. 85ig>1= nkrilw u, = +o0o (la suite diverge).

3. Si—-1<g<1l= nI—IHIOQ u, =0 (la suite converge).

4. Si ¢ < —1 = la suite diverge.

Preuve. Rappelons d’abord I'inégalité de Bernoulli, Vz € R, Vn € N, on a
(142)" >1+na (2.3.15)

1. Si ¢ = 1, la suite est donc constante < Vn € N, u,, = 1. Par conséquent, la suite
converge.
2. 5i¢>1=¢q—1>0. Posons donc z = ¢ — 1 < = € R}. En appliquant I'inégalité

de Bernoulli, on peut écrire

"=0+2)">1+nx (2.3.16)
Or, 111}3 14+ nr =+o00 = lirjra Uy = ligl q" = 400, ce qui montre que la suite est

divergente.
3. Si —1 < ¢ < 1. On peut rencontrer deux cas
a. ¢ = 0, le résultat est évident (suite constante).

1
b. ¢ # 0, posons ¢ = — < ¢ > 1 car |g| < 1. On peut donc écrire d’apres 2.

lql

. ) 1
lim ¢" = lim —5 =
n—-+0o0 n—-+0oo |q|

+o0 (2.3.17)

Par passage a linverse, lim |¢|" = 0 = lim ¢" = 0, ce qui montre que la suite est

n—-—+0o n——+0o00

convergente vers 0.
4. Si ¢ < —1. Raisonnons par ’absurde, supposons que la suite (u,), .y converge vers

une limite [, on peut donc écrire

Ve > 0,AINeN, Vn>N=|u,—-I|<e (2.3.18)
S <y, —l<esl—-cs<u, <l+e

< u, €]l —¢,l+¢[ (intervalle de centre )
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2.4. Convergence des suites monotones

Prenons par exemple [ = ] 33 [ qui est un intervalle centré en [, d’aprés notre hypothése,

[ 3l
EINEN,vnzN:une]i,%[ (2.3.19)
[ 3l
— n < = 2.3.2
S5 << (2.3.20)
Or, si n est pair, alors
[
unzq”>0<:>§>0<:>l>0 (2.3.21)
et si n est impair, alors
3l
unzq"<0®§<0®l<0 (2.3.22)

D’oul la contradiction, ce qui montre que la suite est divergente. m

Somme des termes

La somme des termes d’une suite géométrique est donnée par

1— qnombre de termes
S, = premier terme X 1 (2.3.23)
—q
Par conséquent, si |¢| < 1
lim S, = premier terme X (2.3.24)

n—-+0o0 —q

2.4 Convergence des suites monotones

Théoréme 2.4.1

o Toute suite croissante et majorée est convergente.

o Toute suite décroissante et minorée est convergente.

e Une suite croissante qui n’est pas majorée tend vers +oo.

o Une suite décroissante qui n’est pas minorée tend vers —oo.
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2.4. Convergence des suites monotones

Exemple 2.4.1

1. Soit (un),cn- la suite de terme général

1 1 1
un=1+?+§+...+ﬁ
o FEtudier la monotonie de (), ey -
. 1
e Démontrer que u, <2 — —, Vn € N*.
n
o [in déduire la convergence de (un), o -
En effet
o [l est clair que
1 1 1 1
Un+1=1+§+¥+...+ﬁ+m
Par suite,
1
Upyl — Uy, = ———= >0
+1 (n T 1)2

Donc (uy),cn- est strictement croissante.

1
o Montrons par récurrence que ¥n > 1, u, <2 — —.
n

1 1
En effet, pourn=1,onau; =1<1=2— T Supposons que u, < 2—— et montrons
n

que
1
n < 2 -
Ynt1 = n+1
Comme
+ <2 1 1
Upt1 = Up <2-— =
" (n+1)° n (n+1)
Or,
1 1 1 1 1

< =—— = Upy1 <2 —
(n+1)? " nn+1) n n+l th

ce qui achéve la récurrence.

n+1

o Finalement, (un), o st convergente puisqu’elle est croissante et majorée par 2.

1
2. La suite u, = — est clairement décroissante et minorée par 0, ¥n € N*| donc, elle
n

converge.
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2.5. Suites adjacentes

2.5 Suites adjacentes
Définition 2.5.1 Deux suites (up), oy €t (vn),cy s0nt dites adjacentes si

L. (uy),cy est croissante et (v,), oy est décroissante.

2. nk&l@ (Un —up) =0

Ceci est équivalent & écrire

U < < U < o<y < o<, <<y < < (2.5.1)

Théoréme 2.5.1 Si deux suites (uy,), oy €t (Un),cy SONt adjacentes, elles convergent vers

la méme limite.

Preuve. La suite (u,), .y est croissante et majorée par vy < elle converge vers /, et

la suite (v est décroissante et minorée par uy < elle converge vers I’. D’ou
n/neN p 0 g

lim (v, —u,)=0I'-1=0&1=1

n—-+00
[ ]
Exemple 2.5.1 Vérifions Yn € N* si les suites u, = o et v, = u, + 1 sont
n
k=1
adjacentes. En effet
n+1
1 1 1 1 1 1
& Upp1 — Uy = ———5 > 0 (uy), o €5t croissante.
+1 (n+ 1)2 ( ) eN
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2.6. Suites récurrentes

De méme

2 2

Unt1 = Un+1+n—+2:>Un+1—vn=un+1—un+n+2 S
1 2 2
2+ -

(n+1) n+2 n+1
n+2+2n+1>-2(n+1)(n+2)

(n+1)*(n+2)
n+2+2(Mn?*+2n+1)—2(n*+2n+n+2)

(n+1)*(n+2)

n+2+2n>+4n+2—-2n>—-6n—14

(n+1)*(n+2)

—nN

= <0< (v, . est décroissante.
(n+1)*(n+2) (Un)nen

Un+1 — Un =

De plus,
2
-

Donc, les suites (uy), oy €t (Un),ey SONt adjacentes.

2.6 Suites récurrentes

2.6.1 Suites récurrentes d’ordrel

Définition 2.6.1 Soit f une fonction. Une suite récurrente (uy), oy d’ordre 1 est définie

par
ug € R (premier terme
R (b / (2.6.1)
Uni1 = [ (uyn) (relation de récurrence)
Ainsi, la suite s’écrit
U, U1 = f (UO) ,Ug = f (Ul) g aen (262)

Exemple 2.6.1 Soit f(x) =1+ /x. Fizons ug =2 et Vn > 0, u,1 = f (u,), donc, la
suite (Uy,), oy 8 écrit

u =14 /tg=1+2
= up =1+ i =14+V1+2

U0=2

Up+1 = 1+ v/ Un
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2.6. Suites récurrentes

Proposition 2.6.1 Si f est une fonction continue et la suite récurrente u,+1 = f(uy,)

converge vers une limite [, alors, | est une solution de l’équation | = f (I).

Exemple 2.6.2 Soit f(x) = vVa +2 et (uy),y la suite définie par

Uy = 1
U1 = [ (un) = Vi, + 2
Clairement, f est continue. D’aprés la proposition, si la suite converge vers [, cette limite

vérifie
I = fhel=VI+2eP—-1-2=0
A = 9=l =—-1etly,=2

Or, u, >0, Vn > 0, donc, la seule limite est | = 2.

Remarque 2.6.1 Si la fonction f est croissante. Alors

o Siup —ug > 0= (uy),oy est croissante.
o Siuy —uyg < 0= (up),oy est décroissante.

Preuve. u; > ug et f est croissante= uy = f (u1) > f (up) = u;. Ensuite, us > u; et

f est croissante= u3 = f (u2) > f(w1) = ug,... ®

Exemple 2.6.3 Prenons le méme exemple précédent, f(x) = ~/x+2 est croissante

, B 1

). Done, (u,),cy €st croissante car uy — ug = v/3 — 1 > 0.

2.6.2 Suites récurrentes d’ordre 2

Définition 2.6.2 Une suite récurrente (uy), oy d’ordre 2 est définie par ses deux premiers

termes et une relation de récurrence.

Exemple 2.6.4
U = 1, Uy = 2,

Unp+2 = 5un+1 - 6un, n Z 0

48



2.7. Suites de Cauchy

2.7 Suites de Cauchy
Définition 2.7.1 On dit qu’une suite (uy,), .y est de Cauchy si et seulement si
Ve>0, INeN, VnomeN, n>m >N :|u, —un,| <e (2.7.1)
Autrement dit, on cherche le rang N pour lequel |u, — u,,| < .
Proposition 2.7.1 Dans R, toute suite de Cauchy converge.
(Un)en cOMVETgE & (Un), o de Cauchy

Preuve. Soit (uy), .y une suite qui converge vers [, donc

Ve >0, 3N €N, vnzN:|un—zy<g
En particulier, si 3m € N tel que m > N : |u,, — | < % Ainsi,
[t — um| = |up — 1+ 1— | < |u, — 1| + |1 — wpy

< E4C
— — =€
2 2

Donc, (uy),, oy est une suite de Cauchy. m

Remarque 2.7.1

o Lintérét de la suite de Cauchy est qu’elle nous aide o démontrer la convergence

d’une suite sans connaitre sa limite.
e Flle est ausst utilisée pour démontrer la divergence d’une suite

(tn), ey mest pas de Cauchy < (uy), oy diverge

1
Exemple 2.7.1 Montrons que u, = — est une suite de Cauchy. En effet
n

Ve>0, AN, e N, Vnom eN, n>m > N : |u, —up| <€

1 1 m-—n m-+n 1 1

n om nm nm nom
1 2 1 1
S |uy —up| <+ =< — (carn>m=— < —)
m - m n o m
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2.8. Sous-suites (Théoréme de Bolzano-Weierstrass)

Donc, pour que |u, — u,,| soit inférieure a €, il
2 2 , . _ . .
suffit que — < e < — < m. Alors, il suffit de choisir N le premier entier supérieur
m €
a — pour que (up), oy Soit de Cauchy.
€

Finalement, (uy), oy est de Cauchy < (uy), oy converge.

2.8 Sous-suites (Théoréme de Bolzano-Weierstrass)

Théoréme 2.8.1 Toute suite bornée admet au-moins une sous-suite convergente.
Exemple 2.8.1

1. La suite u, = (—1)" est bornée car Vn € N, —1 < (=1)" < 1 et elle nest pas

convergente.D’apres le théoréme de Bolzano, on peut extraire 2 sous-suites

=(-1)* 1
Uz = (—1)™" —ntoo .
qul sont convergentes.

Uap+1 = (_1)2n+1 —n—+oo -1
2. Soit la suite (uy), oy définie par

1
3 sin=3k, keN
Up = 1+

1
o sin=3k+1, ke N*
2, sin=3k+2 keN
. . , 1 . o,
Cette suite est clairement bornée 3 <wu, <2,Yn € N| et divergente puisqu’elle

admet trois limites différentes), mais, les trois sous-suites

111
(USk)kEN = (u07u37u67 ) = <§ g g )
(u3k+1)keN* = (u4, ur, U1, ... 2,1+ ,>
(Uskt2) ey = (U2, us, us, ...) = (2,2,2,.

1
Convergent vers les limites respectives 3 1 et 2.

50



CHAPITRE

Limites et continuité des

fonctions

3.1 Généralités sur les fonctions numeériques

3.1.1 Définitions
a. On appelle fonction numérique sur un ensemble F, toute application f : E — R.

e Si E C R (F est une partie de R), on dit que f est une fonction numérique (réelle)

d’une variable réelle, et on écrit
f: E—R (3.1.1)

b. E est en général un intervalle ou une réunion d’intervalles qui s’appelle le domaine

de définition de la fonction f et il est noté par Dy.
1
Exemple 3.1.1 La fonction f(x) = - est bien définie si et seulement si x # 0. Donc
Df = ]—OO, 0[ U ]O, ‘|‘OO[

c. Le graphe (ou la courbe représentative) d’une fonction f : £ — R (£ C R) noté I'y

est une partie de R? définie par

Iy=A{(z, f(z)), € E} (3.1.2)
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3.1. Généralités sur les fonctions numériques

Autrement dit, ¢’est "ensemble de couples (x, f(x)) ou x parcourt E. Ainsi, on trace

le graphe de f en joignant les points (z, f(z)).

FIG.3.1. Courbe représentative d’une fonction f

3.1.2 Opérations sur les fonctions

Soient f: F — R et g: F — R deux fonctions définies sur une méme partie £ C R. On

peut alors définir les fonctions suivantes

e La somme de f et g est la fonction

f+g : E—=R

e (f+9) (2) = f(z) +g(x)
e Le produit de f et g est la fonction

fxg : E—=R

z— (f xg)(x) = f(z) x g(x)
e La multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction

A E—-R

z = (Af) (z) = Af(x)

e f est dite inférieure ou égale & g (resp. supérieure ou égale), et on note f < g (resp.

f>g)ssiVe e E: f(x) <g(x) (resp. Vx € E: f(z) > g (z)) .
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3.1. Généralités sur les fonctions numériques

o f est dite positive (resp. strictement positive) sur E ssi Vo € E : f(z) > 0 (resp.
Ve e E: f(x)>0).

e f est dite négative (resp. strictement négative) sur F ssi Vo € E : f (x) < 0 (resp.
Ve e E: f(x)<0).

o f est dite constante sur E ssi Ja e R, Vox € E: f (z) = a.

o f est dite nulle sur F ssiVe € E : f (z) = 0.

3.1.3 Fonctions bornées

Soit f : E — R une fonction. On dit que
e f est majorée sur F ssi

AMeR: f(x) < M\VzeFE (3.1.3)

e f est minorée sur E ssi

IJmeR: f(x) >mVe €eFE (3.1.4)

e f est bornée sur F ssi elle est majorée et minorée & la fois sur E. Autrement dit

Im,MeR:m< f(z) < M,VreEFE (3.1.5)

FIG.3.2. Exemple d’une fonction bornée
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3.1. Généralités sur les fonctions numériques

3.1.4 Parité, imparité et périodicité des fonctions

a. Un domaine D est dit symétrique par rapport a 0 si Vo € D = —x € D. Autrement

dit, un intervalle D est symétrique par rapport a 0 s’il est de la forme
]—a,a[ ou [—a,a] ou |—oco,+oc| (a€RY) (3.1.6)
b. Soit f : D — R une fonction et D un domaine symétrique par rapport a 0.

e f est dite paire si
f(=z)=f(x), Ve eD (3.1.7)

Exemple 3.1.2 [ (x) = 2? est une fonction paire car Dy = ]|—o0, +o0o| (symétrique par

rapport & 0) et

e f est dite impaire si

f(—2)=—f(z), Yo €D (3.1.8)

Exemple 3.1.3 f(x) = 2® est une fonction impaire car Dy = |—o0,400| (symétrique

par rapport a 0) et

Remarque 3.1.1 Graphiquement

o f est paire < son graphe est symétrique par rapport o l'axe des ordonnées.

o f est impaire < son graphe est symétrique par rapport o l'origine.
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3.1. Généralités sur les fonctions numériques

Exemple 3.1.4

¥ N

FIG.3.3. Fonction paire a gauche, fonction impaire a droite
Donc, pour étudier une fonction paire ou impaire, il suffit de I’étudier sur DN R, puis

de compléter par symétrie.

c. Soit f : D — R une fonction et soit 7" € R* (un réel strictement positif). On dit

que f est périodique de période T' (ou encore T'—périodique) si

fla+T)=f(z), Ve, x+T €D (3.1.9)

Exemple 3.1.5 la fonction f (x) = cosx est une fonction 21— périodique

Donc, la périodicité est une propriété de répétition. Autrement dit, pour étudier une
telle fonction, il suffit de s’intéresser & un intervalle de longueur 7', puis de compléter

par des translations.

3.1.5 Monotonie des fonctions

Soit f : E — R une fonction. On dit que
e f est croissante (resp. strictement croissante) sur E si Va,y € E

v<y=f(z) < f(y) (resp. v <y= f(x) <f(y)) (3.1.10)
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3.1. Généralités sur les fonctions numériques

L - ' - -

FIG.3.4. Fonctions croissante a gauche, strictement croissante a droite
e f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur E si Vr,y € E

r<y= f(x) > f(y) (resp. z <y = f(x) > f(y)) (3.1.11)

FIG.3.5.Fonctions décroissante & gauche, strictement décroissante a droite

e f est monotone (resp. strictement monotone) sur E si elle est croissante ou décrois-

sante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur E.

Remarque 3.1.2 Si f est croissante < (—f) est décroissante.

Exemple 3.1.6 f(x) =z est clairement croissante < —f(x) = —x est décroissante.

Proposition 3.1.1 Soient f: F —- R et g: E — R deux fonctions

a. Si f et g sont croissantes sur £ => la somme f + g l’est aussi.

b. Si f>0et g>0sur E. Alors : f et g croissantes = le produit f X g l’est aussi.

Proposition 3.1.2 Soient f: E — F etg: F — R (E,F CR) deux fonctions

a. Si f et g sont toutes les deux croissantes ou toutes les deux décroissantes, alors,

leur composée go f : E — R est croissante.
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3.2. Limites

b. Si 'une des fonctions f ou g est croissante, l'autre étant décroissante, alors leur

composée est décroissante.
Théoréme 3.1.1 Si f est strictement monotone, alors f est injective.

Preuve. Par hypothese, f est strictement croissante ou strictement décroissante.

Si f est strictement croissante

T 7é To = T2 on = f(xl) = f(xQ) o = f(xl) 7£ f($2)

To < T f@2) < f (1)

et si f est strictement décroissante

hagm 4 S mon L fE) > flaen

To < T f(@2) > f(21)

Remarque 3.1.3 Trés souvent, on étudie la monotonie d’une fonction f en étudiant le

signe de sa dérivée.

Si f'(x) > 0,Vx € E= f est croissante

Si f'(x) < 0,Yxe E= f estdécroissante

3.2 Limites

3.2.1 Définitions

Limite finie en un point x,

Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I C R et 5 € R un point de [ ou
une extrémité de 7. On dit que f (x) tend vers une limite [ € R lorsque = tend vers zg, et

on note

lim f(x)=1 (3.2.1)

Tr—X0
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3.2. Limites

si et seulement si

Ve > 0,In>0,Veel:|jz—z<n=|f(x)-I<e (3.2.2)

e <zr—xo<n=>-—<e< f(x)-Il<e¢

xp—n<zr<zotn=l—c< f(x)<l+e¢

On voit donc que dans cette définition, c’est un probleme d’existence de 7.

Géométriquement

L’image de l'intervalle |zo — 1, 29 + 7] est incluse dans l'intervalle |l — €,1 + €[, ou encore

f(zo—n,z0+n) Cll—c,l+¢] (3.2.3)

FIG.3.6. Exemple d’une fonction ayant pour limite [ = 2

Exemple 3.2.1

1. Calculons puis appliquons la définition de la limite en un point pour

2

x—0

liII(l)f (x) = lim x

1l est clair que [ = 0.

V6>0,E|77>O,V:E€R:|m—0]<n:|:E2—0|<€
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3.2. Limites

Cherchons n(g). Comme |2%| = 2% < ¢ & |z| < /&, il suffit donc de prendre
n = /e pour que liH(l)f (x)=0.
2. Meéme question pour lin} Bzx—2)=1,1=1.
Ve>0,3>0VreR: [t —1|<n=|3r—2-1-0|= 3z 3| <e¢

On peut donc écrire

3|x—1]<5@|x—1|<§

1l suffit donc de prendre n = % pour que lin% (3x —2) =1.

Limite finie & gauche et a droite en un point z;

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |a, 29[ U]z, b] (a et b peuvent étre

infinis).

e On dit que f a une limite [ € R & droite au point xy et on note lim f(x) =1, si et

z—>z3’

seulement si

Ve>0,In >0, o<z <zo+n=|f(x)—I<e (3.2.4)

e On dit que f a une limite [ € R a gauche au point xy et on note lim f(z) =1, si

z—»:no_

et seulement si

Ve>0,3n>0, mo—n<z<zo=|f(x)-I<e (3.2.5)

e Si lim f(x) =1 et lim, f(z) = la, on dira que f admet une limite en xq si et
T—Ty T—T

seulement si 1y = l.

e Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.
Exemple 3.2.2 Soit

f: RP=R
2]

v @)=

X

lim f(z) = lim o= [y et lim f(z)= lim To1= ly. Comme [y # s,

z—0~ z—0- T z—0F z—0t T
lim f (x) n’existe pas.
z—0
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3.2. Limites

Cas ou zy devient infini avec une limite [ < co

lilll flx)=leVe>0,3A>0: 2> A=|f(z)-I<e (3.2.6)
lim f(z)=1eVe>0,34>0:2<-A=|[f(z)-1|<e (3.2.7)
. r+1
Exemple 3.2.3 lim =1, donc
T—+400 €T
1
Ve > 0, EIA>O,x>A:‘%—1‘<e
r+1—zx 1 1
— | = || <= — <&

1 1
Comme x > A > 0, on peut donc écrire — < ¢ < x > —. Il suffit donc de prendre
x €

a=1
€

Cas ot la limite | = +oo et 7y < 00

lim f(z) =400 VA>0,In>0Ve el |z —ao|<n=f(z)>A (3.2.8)

r—X0

lim f(z) =—c0o & VA>0,In>0Veel:|z—ag<n=f(z)<—-A (3.2.9)

Tr—xTQo

Exemple 3.2.4 lim = 400, donc

r—1 (]_ — $)2

1
VA>O,EI7)>0,V:1:€R\{1}:|J:—1|<77:>(1 )2>A

— X

1 1 1

s(l-2)y <-sll-gl<—o|lz-1< —
(1-2x) 1 |1 — 7a |z — 1] Ja

Il suffit donc de prendre n =

L
vt
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3.2. Limites

Cas ou [l = +0 et 1y = oo

ggl_i)riloof(:zz)=+oo<:>VA>0,EIB>O,x>B:>f(x)>A (3.2.10)
mll)l}loof () =400 = VA>0,3B>0,2 < —-B= f(z) > A (3.2.11)
zEToof () = -0 VA>0,3B>0,z>B= f(z) < —-A (3.2.12)
zEr_noof (2) =—c0 < VA>0,AB>0,2 < —-B= f(x) < —-A (3.2.13)

Exemple 3.2.5 lim 222 — 4 = 400, donc

r—-+00

VA>0,3B>0,z>B=22>—4> A

A A A A
2 A 2 2 e il
ST 2>2<:>x >2+2<:>|x|>\/2+2(:>x>\/2+2
A
1l suffit donc de prendre B = 3 + 2.

Remarque 3.2.1 On a les limites classiques suivantes : ¥n > 1

400, sin est pair

lim 2" = 400, lim 2" =
z—-+00 T—=00 —00, st n est impair
lim(l—!—x)% =e, lim (14_1)””_@
z—0 1 T—+00 1

lim — =0, lim — =0

x—+oo " z——o0 "
3.2.2 Opérations sur les limites

Soient f et g deux fonctions avec xy < oo ou xy = Foo telles que

lim f(x)=1et lim g(z) =1

Tr—xo Tr—xQ

Alors,

[
o lim (f+g)=1+1U, lim (fxg) =IlxU, limiz—sil’#O.
T—T0

T—T0 T—x0 g l/

1
e lim (A\f) =A,VAER, lim f(z)=+oc0 = lim —— =0.

r—x0 T—T0 T—x0 f (Qj)

e Sif<g=1<!l, silim f(z)=+oc0avec f < g= lim g(z) = +o0.

T—TQ T—T0
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3.2. Limites

e Si f <g<have lim f(z) = lim h(z) =1 = lim g(z) =1 (Théoréme des

T—x0 r—x0 T—x0

gendarmes)

Proposition 3.2.1 (Limite d’une fonction composée) Soient f et g deux fonctions.

Supposons que lim f(x) =yo et lim g (y) = 1. Alors, lim (go f)(z) =1.
T—T0 Yy—Yo T—T0

Exemple 3.2.6 Soit v — u (x) une fonction telle que lim u(x) =2, xy € R et soit la

Tr—xQo

fonction H (z) = \/1 + uz;(:z:) +1In(u(x)). Calculons lim H (z).

T—xTo

On remarque que H est composée de deux fonctions :

la racine (g (y) =+/y) et f(z) =1+ u?L(x) +1In (u(x))

1 1
wh_)rglof(:zz) = xli_}rg}lo(l + (@) +In(u(z))) =1+ YRl In2 =y,

1
limg(y)zyli_glo\/gjz\/%z 1+Z+1n2=l

Y=o

1
lim H (z) = lim (go f)(z) =1=1/1+ 7 +n2
T—T0 T—T0

3.2.3 Formes indéterminées (FI)

0 oo
= 2 0% 00, 17 3.2.14
0" oo’ % 00, ( )

Ainsi,

—+00 — 00,
Exemple 3.2.7

1 z+5
1. lim (1 + —) =1 FI
xT

T——+00
1 z+5
lim (1 + —) = lim
X

T—+00 T—+00

1 3z
2. lim (1—|——> =1 FI
r——+00 €T
1 3x 1 z73
lim <1+—> = lim [<1+—>] =e*
r——+00 €T Tr—+00 €T
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3.3. Continuité des fonctions

) T
3. lim <1 + —> =1 FI
r—+00 €T

2\7 1 2(3) 1\? 2
lim (1 + —) = lim (1 + ;) = lim [(1 + —> ] = e?
r—400 X T—+00 = Yy—+00

z y
XT
o Yy = 3 lorsque x — +00 < Yy — +00.
3.3 Continuité des fonctions

3.3.1 Définitions.

Soit [ un intervalle de R et f : I — R une fonction.

a. f est dite continue en ¢ € [ si et seulement si

lim f(z) = f (20)

&0 (3.3.1)
SVe>0,In>0Veel:|z—zo| <n=|f(x)— f(xg)] <e
b. f est dite continue & droite en xq si et seulement si
lim f () = f (x0)
=T (3.3.2)
SVe>0,Ip>0Veel:op<z<zo+n=|f(x)— f(xy)] <e
c. f est dite continue & gauche en xg si et seulement si
lim f (z) = f (z0)
$—>$0 (3-3-3)
SVe>0,In>0Ve el :xg—n<zxz<xg=|f(x)— f(xg)| <e

Remarque 3.3.1 f est continue en xy si et seulement si f est continue a droite et a
gauche av point xg.

Exemple 3.3.1 Soit

l—2z, x<0

—+1, x>0
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3.3. Continuité des fonctions

On a
li=1lm f(z)=lim (1—-2)=1

z—0~ z—0~
Donc, f est continue & gauche, et
I = 1i = lim (2+1)=1
2= Jim )= Jim (5+1) =

Done, f est continue a droite. Comme l; = ls, f est continue en x¢ = 0.

d. f est dite continue sur I'intervalle I si et seulement si f est continue en tout point

de I.

e. Graphiquement, une fonction est continue sur un intervalle si on peut tracer son

graphe sans lever le crayon.
Proposition 3.3.1 (Continuité et suites)

o f est continue au point xy € I <V (v,),oy C I tel que x,, — 20 lorsque n — +o00.

Alors, f(x,) — f(xo) lorsque n — +oo.
o (lette propriété a été déja vue dans l’étude des suites récurrentes

Unsr = f(un),si f est continue et u, — I lorsque n — 400

= f(z,) — f(xo) lorsque n — 400

Exemples des fonctions continues

e Les fonctions constantes sur un intervalle (f (z) = 2).

La fonction racine carrée f (z) = /z sur [0, +o0].

Les fonctions sin et cos sur R.

La fonction valeur absolue f (x) = |x| sur R.

La fonction f (z) = e* sur R.

La fonction f (z) = Inz sur |0, +o0].
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3.3. Continuité des fonctions

Exemples des fonctions discontinues

Une fonction est discontinue en xy € I si

1. lim f(z) = £o0

xTxo
f: R>R
, T#0

1
v fz)=4q 7
1, z=0

On a lim f(x) = —ocoet lim f (x) = +o0. Donc, f est discontinue.

r—0~ z—0

2. Tim f(2) = lim f(2) # f (x0)

=T =Ty

1, x#0
0, =0

(x) = lirgl_ f(x) =1mais f(0) =0 # 1. Donc, f est discontinue.

Ons i

3. lim+f(x)7é lim f(z)
2—z, <0
fx) =

r—1, x>0

—1%# lim f(z) =2. Donc, f est discontinue.

z—0~

Ona lim f(x)=

z—0t

4. L'une des deux limites & gauche ou a droite n’existe pas ( ou les deux limites

n’existent pas)
1
sin—, z#0

fay=q
0, z=0

(x) et lim f (x) n’existent pas. Donc, f est discontinue.

r—0~

Il est clair que lim+ f

z—0

3.3.2 Opérations sur les fonctions continues

Soient f et g : I — R deux fonctions continues sur I et A € R. Alors,
i. f+g, A\f et f x g sont continues sur /.
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3.3. Continuité des fonctions

1
ii. Sig(x)#0, Ve €l = — estcontinue sur I.
9

Théoréme 3.3.1 Si f: ] —-I"etg:I' - R (I,I" CR). Si f est continue en xo € I et

g est continue eny = f (xg) € I'. Alors
go f:1— R est continue en x (3.3.4)
Exemple 3.3.2

1. Tout polynome
P(x) =ap + a1x + agr® + ... + a,2", v €R
est continu car c’est la somme de fonctions continues.
P (x)

2. 8 f(x) = @ (P et Q deux polynomes tels que Q (z) # 0, Vx € I), alors, [ est

continue car c’est la division de deux fonctions continues.

3.3.3 Prolongement par continuité

Définition 3.3.1 Soit I un intervalle, xo € I et f: I\ {xo} — R une fonction

e On dit que [ est prolongeable par continuité en xy si f admet une limite finie | en

Zo-
e On définit donc la fonction f: I — R par

flz)= flo), sz (3.3.5)

[, siz=uxg

Alors, j? est continue en xq et on l'appelle le prolongement par continuité de f en xy.

FIG.3.7. Fonction prolongeable par continuité
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3.4. Théorémes fondamentaux sur les fonctions continues

Exemple 3.3.3 Voyons si la fonction définie par
1 .
f(x)=zsin—, Vr eR
x
est prolongeable par continuité en 0. Comme

1
—x<zxsin— <z, VxeR*
T

1
On peut déduire que lim xsin — = 0. Donc, cette fonction est prolongeable par continuité

z—0 xX

en 0 et le prolongement s’écrit

1
- rsin—, six#0
f ) = g

0, stx=0
3.4 Théorémes fondamentaux sur les fonctions con-
tinues

3.4.1 Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

Théoréme 3.4.1 Soit I = [a,b] et f : I — R une fonction continue. Pour tout réel k

vérifiant f (a) < k < f(b) ou (f (b) <k < f(a)), il existe ¢ € |a,b] tel que f (c) =k

- SRR
(208 Eay eI treow

FIG.3.8. Interprétation géométrique du TVI

Conséquence. (Version plus utilisée)

Théoréme 3.4.2 Soit I = [a,b] et f: I — R une fonction continue. Si f(a).f (b) <0
(ou 0 est compris entre f (a) et f(b)). Alors, 3c € |a,b] tel que f (c) = 0.
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3.4. Théorémes fondamentaux sur les fonctions continues

TA ) || ISR R

a c
|- L 4
|

I
fla)<0}--\

FIG.3.9. Interprétation géométrique du TVI (version plus utilisée)

Remarque 3.4.1 Ce théoréme peut étre wutilisé pour prouver [’existence de solutions

d’une équation de la forme f (x) =0 sans connaitre leurs valeurs.

7

Exemple 3.4.1 Montrons que l’équation ™ — 2> + 1 = 0 admet au moins une solution

dans I = [-2,0]. Clairement, f (x) = 27 — 2® + 1 est continue (polynéme). De plus,
fla) = f(-2)=-131<0
) = f(0)=1>0

ou encore, f(a) = —131 <0< f(b) =1 =y, Ic € ]-2,0[ tel que f (c) = 0.

Propriétés
1. Soit f : I — R une fonction continue sur I. Alors, f (I) est un intervalle. Autrement

dit, I'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

¥y

fib)

flla,b])

flaf -

FIG.3.10. Image d’un intervalle par une fonction continue
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3.4. Théorémes fondamentaux sur les fonctions continues

Exemple 3.4.2 f(x) = 2? est continue sur R et f (R) = [0, 4o0].

2. Si I = [a,b] est un intervalle fermé et borné et f : I — R est continue. Alors, f est

bornée sur [a, b] et elle atteint ses bornes. C’est a dire

dzg € [a,b]: f(z0) = s?pb]f(x) = ;gﬁ}é]f(x) (3.4.1)
dzy € [a,b]: f(z) = mg;fb] f(x)= mrél[ir})] f(x)

o f(x)= . et I =11,2]. f est continue sur [1,2], donc elle est bornée avec

sup f(x) = maxf(z)=1

zel x€el
inf f () = minf(z) = -
inf f(x) = minf(z) =3

o f(x)=x et I =R. f nlest pas bornée car R ne l’est pas.

3.4.2 Théoréme de la bijection (TB)

Théoréme 3.4.3 Si f : I — R est une fpnction continue et strictement monotone sur I.

Alors,
1. f établit une bijection de l'intervalle I dans lintervalle f(I) = J .

2. f génére une fonction réciproque f~' : J — I qui est continue et strictement

monotone sur J et elle a le méme sens de variations que f.

Remarque 3.4.2 Les graphes de f et f~1 sont symétriques par rapport & la premiére

bissectrice (la droite d’équation y = x)

WY

J=f)

FIG.3.11. Graphes d’une fonction et sa fonction réciproque
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3.5. Etude des fonctions usuelles

Application

Soit la fonction

f o ]-00,0) = R

r— f(z) = 22
f est continue et strictement décroissante sur |—oco, 0] , d’apres le théoréme de bijection
f:]=00,0] = f (]=00,0]) = [0, +-00]
est bijective et
f71 1 [0, 400[ = ]=00,0]
Yz ==y

est continue et strictement monotone (décroissante).

3.5 Etude des fonctions usuelles

3.5.1 Logarithme

Cette fonction est définie par

In : ]0,400[ = R (3.5.1)

z— f(zr)=Inz

1
telle que (Inz) = —,Vz > 0et Inl=0.
x
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3.5. Etude des fonctions usuelles

Propriétés

Ya,b >0, on a
1. In(a.b) =Ina+1Inbd
2. ln% =Ilna—1Inb

3. Ina"” =nlna,Vn € N

4. lim ln(l——l—x) =1
x—0 €T
. Inx . )
5. lim — =0, lim zlnz =0, lim Inz = —c0
r—+o0o0 I r—0t z—0t

6. Inz s’appelle le logarithme néperien ou le logarithme naturel avec Ine = 1.

3.5.2 Exponentielle

La fonction logarithme est continue et strictement croissante sur |0,4oco[, d’apres le

théoréme de bijection, elle définit une bijection de ]0, +-oco[ sur R et IIn~' : R —]0, +-00]

qui s’appelle la fonction exponentielle, notée

exp : R — 0, +oo|

Cette fonction est notée aussi par e*, Vo € R.
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3.5. Etude des fonctions usuelles
Propriétés
1. exp(lnx) =2,Vo >0 et In(expx) = x,Vo € R.

2. ettt = eel) e = (e¥)"

3. €: R —]0,+oo| est continue et strictement croissante telle que

xT
lim e* =0,

. x . e
lim e =400, lim — =400
Tr——00 r——+00 r—+o0 I

4. (e*) = e* Vo € R avec e ~ 2.718

3.5.3 Exponentielle 4 base a et puissance

Par définition, on a pour z,a € Ret a >0

(3.5.3)
[ ) \/a = a% = e% Ina

1 1 . i
e a=an =en" (la racine n*"¢ de a)
e La fonction x — a® s’appelle la fonction exponentielle a base a et donc x — €*

s’appelle la fonction exponentielle & base e ou exponentielle classique, et il ne faut

pas la confondre avec la fonction puissance x — x°.

- — x® (a>1)
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3.5. Etude des fonctions usuelles

3.5.4 Fonctions circulaires (trigonométriques)

Cosinus

Cette fonction est définie par

cos : R—[-1,1]

(3.5.4)

Pour obtenir une bijection pour cette fonction, il faut considérer une restriction sur
I'intervalle [0, 7], sur lequel la fonction cosinus est continue et strictement décroissante.
Donc, la restriction

cos |: [0, 7] — [—1,1]

est une bijection et sa bijection réciproque s’appelle

arccos : [—1,1] — [0, 7] (3.5.5)
Ainsi
cos (arccosz) = x,Vx € [—1,1] (3.5.6)
arccos(cosz) = x,Vz € [0, 7]

7

|
—
(=]
-

Autrement dit, si € [0, 7], cosz =y < x = arccosy, avec

(arccosx) = —ﬁ,b’x e]-1,1] (3.5.7)
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3.5. Etude des fonctions usuelles

Sinus

sin : R—[-1,1]

x— f(x) =sinx

,
t+1 sinx

Donc, la restriction

est une bijection (continue et strictement croissante). Sa bijection réciproque est la fonc-

tion
arcsin : [—1,1] — [—g, g] (3.5.8)
£, _ arcsina
Ainsi,
sin (arcsinz) = x,Va € [—1,1] (3.5.9)
arcsin (sinx) = z,Vx € [—g, g]

. . ™ . .
Autrement dit, si z € [—5, 5} isinx = y < x = arcsiny, et

1
(arcsinz)’ = ﬁ,V:E €]-1,1] (3.5.10)
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3.5. Etude des fonctions usuelles

Tangente

tan R\{g-i-/mr, kGZ}—>R

sin

(3.5.11)

x— f(x) =tanz =

COS T

La restriction

est une bijection (continue et strictement croissante), sa bijection réciproque s’appelle
arctangente, notée

) 3.5.12
55 ( )
ST « I —
| arctanx
Saaiaiaiie > nssese s
Ainsi,
tan(arctanz) = x,Vo € R (3.5.13)
arctan(tanz) = x,Va € } —z, z [
272
Autrement dit, si xz € ]—5, 3 [,tanm =y < x = arctany, avec
(arctan z)’ = (3.5.14)
arctanz) = 5.
1+ 22
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3.5. Etude des fonctions usuelles

Quelques relation particuliéres

Ya,b,z € R

cos(a£b) =

sin(a+0b) =

cosacosb F sinasinb

sinacosb £ cosasinb

cos2r =cos’x —sin?x =2cos?’r —1=1—2sin’z

Sin2x = 2sinx cos T

VxGR\{g—i-lm, kEZ}, cos’x =

tan (a £ b) =

Vo € [-1,1]

arccos T + arcsinx =

1 . 9 tan? z
T a2 SUL T = oo
1+ tan“x 1+ tan®x
tana £ tanbd

1Ftana.tanb

|

arccos r + arccos (—z) =7

, x>0

IE

arctan xr + arctan — =

z T
—— <0
20 v
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CHAPITRE

4 Dérivabilité des fonctions

4.1 Deéfinitions et propriétés des fonctions dérivables

4.1.1 Dérivée d’une fonction en un point

Définition 4.1.1 Soit I un intervalle ouvert de R, xq un point de I et f : I — R une

fonction. On dit que f est dérivable au point o, si la limite (finie)

oo £ @) = £ w0)

T—x0 T — X

existe (4.1.1)

Cette limite qui est alors unique, est appelée dérivée de f au point xq et est notée f' (o) .

On utilise parfois les notations suivantes
df dy
D - - Ly =
P, ). (§)  (eiy=sw)
Remarque 4.1.1 La définition précédente permet d’écrire

J@ =T @) _ oy 4 o) fou Tim e () = 0) (4.12)

Tr — 2o T—x0

d’ou U’écriture équivalente

f(x) = f(x0) = (x — o) [f (o) + £ ()] (on lim e (z) =0) (4.1.3)

Tr—IQ

ou encore

lim

h—0

f (o + hf)L — f(0) existe et est finie (4.1.4)
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4.1. Définitions et propriétés des fonctions dérivables

Exemple 4.1.1

1. Si f est constante, on a

f'(z) =0,Vx € R.

2. Si f(x) =sinz, ' (z9) est la limite du rapport

lim

sin (g + h) — sin ()

h—0 h
. (sin (zg) cos (h) + cos (xq) sin (h)) — sin (xo)
= lim
h—0 h
) sin(h ) cos(h) —1
= }llli% cos (o) ]E ) + sin () %
B . sin(h) . . cos(h)—1
= cos(xg) }lgr(l) A + sin (zo) }lgr(l) —
— ——
-1 -0
Done, f'(xqg) = cos (xy) .
3. Dérivée de f(x) = /x en xy =1
hmwzhmﬁ_l:hm 1 :1
1 z—1 =1 x—1 e=1y/r+1 2

1
Done, f'(1) = 7

4. Dérivée de f (x) en xo =0, avec

f(z)=
0, st x=10
On a
f@)=70) =x<2+sin—>
z—0
Comme

Ce qui implique que lin%)

f(z) = 1(0)

< 3|zl

Og‘f(ﬂﬂgz:g(o)‘

0 - 0. Par conséquent, f' (0) = 0.

5. La fonction f (x) = \/x nlest pas dérivable en xy = 0. En effet

lim /

z—0

(z) — f(0)

JT 1

= lim — = lim —= = 400
z—0 z—0 T x—>0\/5
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4.1. Définitions et propriétés des fonctions dérivables

6. La fonction f définie par

N
xsin—, st v #0
x

flx) =
0, st x =0
n’est pas dérivable en xy =0, car
lim M — lim sin —
x—0 €r — x—0 X

1 1
qui n’admet pas de limite lorsque x — 0 (— — oo et sin — oscille entre —1 et +1.
x x

4.1.2 Interprétation géométrique de la dérivée d’une fonction

en un point

Soit I'y la courbe représentative d’une fonction f dérivable en x4 et considérons le point
Az, f(z9)) et le point B (xg + h, f (xg + h)) . Le coeflicient directeur de la droite (AB)

s’écrit

f(@o+h)—f(xo)  f(zo+h)—f(x0)
o - (4.1.5)

Lorsque le point B s’approche du point A (lorsque h tend vers 0), le coefficient directeur
de (AB) tend vers le nombre dérivé f’ (zo) qui a été défini dans I’équation (4.1.4) , et la
droite (AB) devient la tangente a I'y en un seul point de contact comme il est indiqué

dans la figure ci-dessous.

(4B)

f(+h)

tangsnre

_fl o)

%o xo+fy
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4.2. Différentielles

4.1.3 Dérivée a droite, dérivée a gauche

[ (@) = f (%)
T — X
gauche), on dit que f est dérivable a droite (resp. & gauche) au point xq, et on note

f'(xg) (resp. f' (xq))

Définition 4.1.2 Si le rapport admet une limite finie o droite (resp. &

f/ (xa—) — zlig} W (4.1.6)
(o) = tim L= i;(xo) (4.1.7)

Remarque 4.1.2 Pour que [ soit dérivable en xq, il faut et il suffit que la limite o droite

[ (zg) soit égale a la limte a gauche f' (zy) .

Exemples de fonctions dérivables seulement a droite ou a gauche

1. f(x) = |z| définie sur R

fim L@ =FO) w20
z—0t z—0 z—0+ x — 0

i L& L0 =0
z—0~ z—0 z—0+t x—0

Donc, f n’est donc pas dérivable au point 0.

2. f(x) = Va3 + 2? définie sur [—1, +oo|
f@) - FO)  e/aEIo0

i li 1
Stw € ]0’+OO[, 3(:i>I(I)lJr x—0 z—0F x—0
Siz € [~1,0[, lim f(@) = f(0) — lim —YrT TV Ve+1-0 _ -1
z—0~ z—0 z—0~ z—0
Donc, f n’est pas dérivable en 0.
4.2 Différentielles
Soit f une fonction dérivable en zy. On a vu qu’on peut écrire
f(x) = f(x0) = (x — xo) [f' (x0) + £ (x)] (o0 lim e (x) =0) (4.2.1)

T—X0
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4.2. Différentielles

Si on pose

r=x0+h=h=2—1 (4.2.2)

la relation (4.2.1) devient

f(xo+h) — f(xo) =hf (x9) + he (z) (ou ;132%6 (h) =0) (4.2.3)

Soit dz 'accroissement donné a z, alors, ’accroissement quand on passe de x & x + dx

est donné par

Ay=Af(z)=f(x+dz)— f(x) (4.2.4)

Si f est dérivable au point x, alors ’accroissement Ay s’écrit en considérant la relation

(4.2.3)

Ay = Af(x)=f(x+dx)— f(x) (4.2.5)
= f'(x)dr+ dre(x) (on lim e(x)=0)
N —’ N—— dz—0
df (z) erreur comimise

Définition 4.2.1 Soit f une fonction dérivable au point x, l’expression f'(x)dz, qu’on

note df (x) ou dy s’appelle la différentielle.

Remarque 4.2.1 Af (z) # df(x), mais si dx est trés petit, on peut approcher Af (x)
par df (z) = f' (z) dx.

Exemple 4.2.1 Soit f (z) = 22

1. Calculer df (x) et Af (x) pour des valeurs arbitraires de x et dz.
2. Calculer df(z) et Af (z) pour x =20 et dz=0,1.

3. Calculer Uerreur commise.

En effet.

df () = f' (z) dz = 2zdx
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4.2. Différentielles

Af(z) = f(z+dx)—f(z)=(z+dzx)” —2°
= 22+ (dz)* + 2zdx — 2°

= 2zdz + (dz)®

2. Pour x =20 et dx = 0.1

df(20) = 2.20.0,1=14
Af(20) = 2.20.0,14(0,1)* =4,01

3. L’erreur commise

dre (z) | am00 = Af(2) |a=20 — [ (%) |4=20 d
= 4,01-4=0,01

Ainsi, e =0, 1.
Remarque 4.2.2 Si dx est trés petit
f(z+dz) ~ f(x)+ f'(x)dz (4.2.6)
Cette formule est utilisée souvent pour calculer les valeurs numériques des fonctions.
Exemple 4.2.2 Calculons sin (46°) . Comme sin’ = cos
sin (z + dx) = sin(x) 4 cos xdx
Donc

sin (46°) = sin <45° + 1° | ~sin(45°) + cos (45°) .1°



4.3. Dérivabilité et continuité

4.3 Deérivabilité et continuité

Théoréme 4.3.1 Soit f une fonction dérivable au point xq, alors f est continue en ce

point.
Remarque 4.3.1 La réciproque de ce théoréme est fausse.

f est continue en g F f est dérivable en x,

toujours

Exemple 4.3.1

1. f(xz) = +/x est continue en xy =0 car liH(l)\/E =0= f(0), mais

lim\/E_0 = lim

z—0 €T z—0 /T

Done, f'(0) n’existe pas, ce qui montre que f n’est pas dérivable en xo = 0.

2 sin l, x#0
fz) = o
0, z=0
Il est clair que liH(l)f (x) =0, mais

rsin— —0

: o1 :
lim L = lim sin — (n’existe pas)
x—0 €xr — x—0 x

Donc, f n'est pas dérivable en xq = 0.
3. f(x) = |x| est continue en O car hH(l)f (x) = f(0) =0, mais

X

GRS U R
- —X
=0 z—0 lim — = —1
z—0— T

Donc, f n'est pas dérivable en xq = 0.
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4.4. Dérivée sur un intervalle et fonction dérivée

4.4 Deérivée sur un intervalle et fonction dérivée

Définition 4.4.1 Une fonction f définie sur un intervalle I est dite dérivable sur I si et

seulement elle est dérivable en tout point de I. L’application

ff o I—-R
x— f'(x) (4.4.1)
df

est appelée la fonction dérivée ou la dérivée de f notée f' ou T
x

4.4.1 Dérivée d’ordre supérieur

Définition 4.4.2 Soit f : I — R. Si f’ admet a son tour une dérivée, celle-ci est dite la
dérivée seconde de f (ou la dérivée d’ordre 2 de f) notée f"(z) = (f' (z)) ,Vx € I. D’une

maniére générale, la dérivée n®®™¢ de f (ou la dérivée d’ordre n de f) est la fonction

™ (2) = (f" V() Ve el (4.4.2)
drf

dxn’

On utilise aussi les notations D, f ou
Remarque 4.4.1 La dérivée d’ordre O de f est la fonction elle méme

fO (@) = flz),Vr eI (4.4.3)
Définition 4.4.3 (classes C" d’une fonction) Soient n € N et f : I — R.

o [ est de classe C° (I) <= f est continue sur I.

f est continue sur I
o [ est de classe C' (I) <= ¢ f est dérivable sur I (f existe)

f' est continue sur I

f est continue sur I

o festdeclasseC" (I) <= { f est n fois dérivable sur I (f', f", f", ..., f™ existent)

FAE A A f(") sont continues sur I
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4.4. Dérivée sur un intervalle et fonction dérivée

o festdeclasse C* (I) <

Remarque 4.4.2 C" (1)

f est continue sur I

f/7 f//’ f///’

c ¢ (I), ¥n € N~

| est indéfiniment dériable sur I (f', f", f", ...

sont continues sur I

4.4.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Soient f et g : I — R deux fonctions dérivables sur I.Alors, Va € [

o (f+9)(x)=f () +4 ()
o (fxg)(z)=f(2).9()+f(z).d (x)
o (M) (z) = Af'(z),VA €R.
. <[)/ f(2).g() =g (z).f (=)
g 9% (z)
. ( ) ,((z)),sif(x);«éO,Vxel.

4.4.3 Dérivées des fonctions usuelles

,sig(z) #0,Ve € 1.

Fonction Dérivée Fonction Dérivée
x" nx*1l (nez) u" nu'u"1  (nez)
1 1 1 _u
E —x_z u u
11 14
VX W Vi 2 /s
x® ax® !l (aeR) u® au'u®l (aeR)
e e e¥ u'e
1 u
Inx . Inu u
cosx —sinx cosu —u'sinu
sinx COS X sinu u'cosu
N | [ _u
tanx 1+tan“x= e tanu u'(1+tan®u) = =
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4.4. Dérivée sur un intervalle et fonction dérivée

Remarque 4.4.3 Si f (z) = 29®), donc
(@) = (elnxmm)’ = (5@W7Y = (g (2) Inx) 8@ s (4.4.4)
Exemple 4.4.1 f(z) =2% = %" = ¢*2 donc
f (z) = (emln2)/ _ (x1n2)/6z1n2

= In2e*M2 =1n2.2"

4.4.4 Dérivée d’une fonction composée

Proposition 4.4.1 Si g est une fonction dérivable en x et f est une fonction dérivable

en g (), alors, fog est dérivable en x et sa dérivée est donnée par
(fog) (z)=f(g9(x)) .4 (2) (4.4.5)
Exemple 4.4.2 Calculons (In (1 4 22))’

f(x) = lnx:f'(di):%:f,(g(x)): 14_11;2

g(x) = 1+2° =4 (2) =2

Donc,

X 2x =

(1n(1+x2))'=(f09)'("”)=1+:z:2 1+ 22

4.4.5 Dérivée d’une fonction réciproque

Proposition 4.4.2 Soit f : I — J une fonction dérivable et bijective, alors, f~':J — I

est sa bijection réciproque. Si f' ne s’annule pas sur I, alors f~1 est dérivable et on a

—1v/ _ 1
U™ W) = gy e (4.4.6)

Exemple 4.4.3 Soit



4.5. Extremums

f est continue et strictement monotone, elle est donc bijective d’aprés le théoréme de la
bijection, il existe donc sa bijection réciproque qui s’écrit

-1 T T

: [-1,1] — [——,—}

y— f71(y) = arcsiny

Donc
1 1

(f) ()= (1 (y)) ~ cos (arcsiny)

Comme cos? (arcsiny) = 1 — sin? (arcsiny) = 1 — y?, donc

1

V1—19?

4.4.6 Dérivée n'"* d’un produit (formule de Leibniz)

(F Y () = , ¥y €[-1,1]

Théoréme 4.4.1 Soient f et g deux fonctions dérivables
(f9" = zn: Crfinhg® (4.4.7)
= Z*_gof% FOLf Dy L G2 D" L Ok R gR) o g
Exemple 4.4.4

o Pourn=1,(fg) =fg+fqg.

e Pourn=2,(fq)" =C3f"g+Cif'g +Cifg" = f'g+2fq+ fq".

4.5 Extremums
Définition 4.5.1 Soit f : I — R une fonction dérivable sur I.
e On dit que xq est un point critique de f si f'(zo) = 0.

e On dit que f admet un maximum local (resp. un minimum local) s’il existe un

intervalle J dans lequel f (z) < f(xo), VY € INJ (resp. f(x) > f(xo),Vz € INJ).
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4.5. Extremums

¥ /_\
maximum global
|
|
minimums locaux < : maximums locaux
I
I
I
1

e Par conséquent, f admet un mazimum (resp. un minimum) globale en xq si f (z) <

[ (@o) (resp. f(z) = f(20)), V& € 1.

e On dit que f admet un extremum local (resp. globale) en xq si elle admet un

minimum local (resp. globale) ou un maximum local (resp. globale) en ce point.
Remarque 4.5.1
1. Un extremum globale est aussi local, l'inverse est faux.

2. La tangente au point (xo, f (zo)) est horizontale au graphe de f.

¥

4.5.1 Calcul pratique des extremums locaux

1. Recherche des points critiques qui vérifient f’ (x¢) = 0.
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4.5. Extremums

2. Etude du signe de f’ par rapport aux points critiques trouvés.

3. Utilisation du tableaul ou tableau2 ci-dessous pour conclure.

xg f'(xq) | x} | Nature du point critique
- 0 - Maximum local
0 + Minimum local
+ 0 + Ni maxniminetf 7
0 Nimaxni minet f
Tableaul
f'(xg) | f"(xg) | Nature du point critique
0 + Minimum local
0 - Maximum local
0 0 Ni max ni min
Tableau?2

Exemple 4.5.1 Déterminer les extremums locauz de la fonction f (z) = 23 — 3z + 3,

done, f'(x) =32 =3 =0 2? =1 x = £1 (2 points critiques)

-1 1

D’apres le tableaul, il est clair que f admet un maximum local en xo = —1 et un minimum

local au point xy = 1. Si on veut utiliser le tableau2, on calcule f” (x) = 6.

f"(=1) = -6 < 0= fadmet un mazimum local en o = —1

f7(1) =6 >0= fadmet un minimum local en o =1

Remarque 4.5.2 La réciprogue de ce résultat est fausse. En effet, soit

f: R>R

e f(z) =23

On a f'(x) = 32® > 0 & f n'admet ni minimum ni mazimum.
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4.6. Théoréme de Rolle et accroissements finis

4.6 Théoréme de Rolle et accroissements finis

4.6.1 Théoréme de Rolle (TR)

Théoréme 4.6.1 Soit f : [a,b] — R telle que

1. f est continue sur [a,b].

2. f est dérivable sur ]a,b]

Alors, il existe un point critique ¢ de f
Je € a,b[: f'(¢) =0 (4.6.1)

Géomeétriquement

fla)=f®) |-

Il existe au moins un point du graphe de f ot la tangente est horizontale.

Exemple 4.6.1 Montrer que la dérivée de la fonction f (z) = 3z* — 1123 +122% — 4z +2

s’annule au moins une fois sur 0, 1]. Il est clair que f est continue (polynome) et dérivable

sur [0,1], de plus
f0O)=2=f1)=3-11+12—-4+2
D’aprés TR,
e €]0,1[: f'(¢) =0
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4.7. Régle de I’Hopital

4.6.2 Théoréme des accroissements finis (TAF)

Théoréme 4.6.2 Soit [ : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur

la,b]. Alors,
e €la,b[: f(b) — f(a)=(b—a) [ (c) (4.6.2)

Géomeétriquement

Il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est paralléle & la droite AB,

avec A= (a, f (a)) et B= (b, f (D)) .

4.7 Regle de ’Hopital

Théoréme 4.7.1 Soient f et g : [a,b] — R deux fonctions dérivables sur |a,b| telles que

g ne s’annule pas sur |a,b].

T—xT0

0
1. S0 lim f(z9) = lim f(x9) =0 (Forme indéterminée 6), alors
T—xT0

X
=]ecR= lim =< =] 4.7.1
T—XTo g’(x) < :rigslg (:U) ( )

f (=)
9

2. Si lim f(zg) = lim f(x9) = oo (Forme indéterminée %), alors
r—xQ

T—T0

Si lim g g)) =leR= lim % — 1 (4.7.2)
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4.7. Régle de I’Hopital

Exemple 4.7.1 En utilisant la régle de I’Hopital, calculer les limites

20+ 1
In(z2+2—1 0 2 _ z(2x +1 20 +
1. limg - - - im L2 tr =1 _ limg — ljm 2 T
z—1 Inz 0 z—1 1 =12+ —1 =12+ —1
T
Donc
In(z?+z—-1
lim ( ) =3
x—1 lngp
1
tanzx 00 2 cos? 3x 0
2. lim B T e N I _0
e—Ztandz oo  a—Z 3 e—Z 3cos?z 0
cos? 3x
. () . —2cos3x3sin3x . cos3z.sin3x . cos3z . sin3z
<= lim m = lim - =lim ——— = lim . lim
e—2 g"(r) «—% —G6cosz.sinz e—2 COST.sinx e—T COST a—T SInx
FI =1
I cos 3z . —3sin3x
im = _—

im 3. Par conséquent
z—5 COST =7

—sinx

tanx

fy tandz (=3).(=1) =3
2
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CHAPITRE

5 Développements limités

5.1 Formules de Taylor

5.1.1 Formule de Taylor avec reste de Lagrange au voisinage
d’un point a # 0

Théoréme 5.1.1 Soit f : [a,z] — R (a,x € R) une fonction n— fois dérivable sur [a, x|

avec
o [ est continue sur [a, ] .
o [ est dérivable dans ]a, x| (f") eziste dans ]a,x]) .

Alors, il existe ¢ € |a, x| tel que

2 n n+1
_ r—a., (ZU — (l) " (1‘ — a) (n) (1‘ — a) (n+1)
[ (x)=f(a) + Tf (a) + Tf (a) + ...+ . 7 (a) + mf (c)
Pn (z):Partie polynomiale Ron(z):Reste de Lagrange
(5.1.1)
avec
R, (z) — 0, lorsque x — a (5.1.2)

Exemple 5.1.1 Soient a,x € R, Yn > 0, 3¢ € Ja, x| tel que

)n+1

C

e L, (@-a
e’ + ... e e
2 n! (n+1)!
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5.1. Formules de Taylor

Remarque 5.1.1 Dans la plupart des cas, on ne connait pas la valeur de ¢, mais on peut

encadrer le reste d’aprés le résultat suivant

Corollaire 5.1.1 Si de plus on a

AM eR [f" (0)] < M, Ve €la, 2 (5.1.3)
Alors,
|£E _ a|n+1
| (@) =Pu (@)l < MEE=; (5.1.4)

Remarque 5.1.2 Pourn = 0, la formule de Taylor est exactement [’énoncé du théoréme
des accroissements finis
de € Ja,z[ (b=2) (5.1.5)
) = fla)+(b—a)f (o)

5.1.2 Formule de Taylor avec reste de Lagrange au voisinage
de a = 0 (ou Formule de Taylor-MacLaurin avec reste de
Lagrange)

C’est la formule de Taylor au voisinage de a = 0. Ainsi, cette formule s’écrit
anrl

D () ¢ €]0,z] (5.1.6)

f @)= FO)+3f O+ 5177 )4t 0/ 0+ 25

Exemple 5.1.2 A [aide de la formule Taylor-MacLaurin & l'ordre 4, trouver une ap-

proximation de sin (0.01) .
2 3 4
J (@)= FO) + 3 0)+ 50+ 5P 0) + 5P (e), celoz]

f(z)=sinz, x=0.01, f(0)=0
f'(z) =cosxz = f'(0)=1.

"

f (z) = —sinz = f"(0) =0.
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5.1. Formules de Taylor

Donc,
3 4
f(x) =sinx=x—%+%sinc
Ps(z) Rs(x)
Ce qui donne pour x = 0.01
(0.01)°

sin (0.01) ~ 0.01 — 5 0.00999983333...

5.1.3 Formule de Taylor-Young au voisinage d’un point a # 0

Théoréme 5.1.2 Soit f : [a,2] — R (a,z € R) une fonction de classe C", alors cette

formule s’écrit

2 n
r—a, r—a),, z—a) ., .
f(x)=f(a)+——Ff (a)+(—>f (a)-l—...-l—uf( (@) +(z —a)"e(x) (5.1.7)
1! 21 n! N —
Ro(z)
avec
lime (x) =0 (5.1.8)
Remarque 5.1.3 Le reste R, (z) est souvent négligeable
(7;"_(2))" =e(x) — 0, lorsque x — a (5.1.9)

et il est noté o ((x —a)").

5.1.4 Formule de Taylor-Young au voisinage de a = 0 (ou For-

mule de MacLaurin-Young)

2 n
Fx)=f(0)+ %f’ (0) + %f (0) + ... + %ﬂ") (0) + 2"¢ () (5.1.10)
avec
lim e (z) = 0 (5.1.11)
ou bien
2 n
Flx)=f(0)+ %f’ (0) + %f 0)+ ..+ %ﬂ”) (0) + 0 (z") (5.1.12)
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5.2. Développements limités

Exemple 5.1.3 Soit
f o Jl,4o0[ =R
x— f(z)=In(1+x)

On sait que la fonction f est indéfiniment dérivable sur]1,+oo[ et f (0) = 0. Ecrivons la

formule de MacLaurin- Young.

1

@)= = PO =1

"(r) = — 1 1" - _
7 () iy = 11 (0) = 1.
@) = 0 =2

Par récurrence

f0 (@) = (=" ((;:;))l = [ (0)=(-1)"" (n - 1)!
Donc
flo) =z - %2 +‘%3+ ...+fl—7;(—1)“‘1 (n—1)!+o0(z")

5.2 Développements limités

5.2.1 Développement limité d’une fonction au voisinage d’un
point a # 0

Définition 5.2.1 (Existence). Soit f : I — R une fonction quelconque. Pour a € I
etn € N, on dit que f admet un développement limité (DL) au voisinage du point a a
Dordre n si, 3cg, ¢4, ..., ¢, €t une fonction € : I — R telle que € (x) — 0 lorsque v — a de
sorte que

fl@)=c+al—a)+e@—a)’+. +e(r—a)"+o((x—a)") (5.2.1)

N~ s
Partie polynéomiale du DL Reste du DL

Proposition 5.2.1 Si f est de classe C™ au point a, alors f admet un DL au voisinage

de a a l'ordre n qui n’est autre que la formule de Taylor- Young.

f(@)=[f(a)+ f(a)+ (‘/”%‘” f(a)+ ...+ w=a) ™ (@) +o((x—a)") (5.2.2)

n!

Tr—a
1!
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5.2. Développements limités

Proposition 5.2.2 (Unicité). Si f admet un DL, alors, ce DL est unique.

Remarque 5.2.1 Pour écrire un DL d’une fonction au voisinage d’un point a # 0, on

peut ramener le DL au point 0 en faisant le changement de variable
h=xz—a

et donc, lorsque x est proche de a, h est proche de 0.

Exemple 5.2.1

1. DL de f(xz) =¢€" en a=1alordre 2. On pose h = x — 1, on se rameéne donc & un
DL de € au voisinage de h = 0.

T

h2
"l =cel=e(l+h+— +o0(h?)

e’ =e o
(z — 1)2 2
=e(l4+(zx—-1)+ 51 +o((x—1)%))
. m ™ ™
2. DL de f (z) =sinx ena=g a lordre 4. On pose h=x—§:>x:h+§.
. . 7T . m . T
sinz = sin(h + 5) = sin (h) COS(§) + sm(§) cos (h) = cos (h)

3. DL de f(z)=In(1+3x) ena=1 al’ordre 3. On pose h=x—1=2x=h+ 1.
In(14+3z)=In(1+3(h+1))=In(1+3h+3)
h h
=1In (4 + 3h) =ln(4(1+3z)) =1In4 +1In(1 + %)

—ln4+%_1 % 2_1_1 % 3_|_0 % ’
N 4 2\ 4 3\ 4 4
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5.2. Développements limités

5.2.2 Développement limité d’une fonction au voisinage de a = 0

Ce DL s’écrit

f(2) (5.2.3)

qui n’est autre que la formule de Taylor-Young en a = 0, appelée aussi formule de

F(O)+ 3 0) S8 (O) o 2 f 0) + 0(2))

MacLaurin- Young.

Corollaire 5.2.1 Si f est une fonction paire (resp. impaire),alors la partie polynémiale

de son DL en 0 ne contient que des monémes de degrés pairs (resp. impairs).

Exemple 5.2.2 f(x) = cosx est paire

.%‘2

COS$=1—§+

Développement limité des fonctions usuelles en 0 (4 apprendre par coeur!)

r oz’ "
em=1+ﬁ+§+...+m+o(a€")
cosz =1 —§+ i—? — .+ (=" (‘;Z;' + o (2?1
sinxz%—z—j—ki—?— ..+(—1)"%+0($%+2)
ln(l-l-m)=x—%2+%3—...+(—1)n_1%n+o(m")
(1+x)a=1+ax+—a(a2!_ 1)x2+...+a(a_1)"ﬁ§a_n+1)x”+o(x”),a€]l%
141—1’ =l-z+2> -2+ ... +(-1)"2" + o (z")
ﬁ=1+x+x2+x3+...+x”+o(a§”)
Vita= 1+g—‘%2+...+(—1)"‘1 1'3'5"2'7527_3)96"-1—0(30")
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5.2. Développements limités

5.2.3 Opérations sur les DL

Somme et produit de deux DL

Supposons que f et g sont deux fonctions qui admettent des DL en 0 & ’ordre n

f@) = cot+erx+cr® + ... +cpx” +o(x") (5.2.4)

g(x) = do+dix+dor® + ...+ dpz™ +o(2")
Proposition 5.2.3
o [+ g admet un DL en 0 a l'ordre n qui est

(f+9) (@)= f(z)+g(x) = (co + do)+(c1 + di) v+..+(cn + dp) 2" +0 (2") (5.2.5)

o f x g admet un DL en 0 a l'ordre n qui est
(f xg)(x) = f(x) x g (x) =T, (x) + o (") (5.2.6)

ou T, (z) est le polynome tronqué a l'ordre n, cela signifie que l’on conserve seulement

les monomes de degré < n.
T, (x) = (co +er+cer?+ .+ cnx") (do +dix+dyr? + ..+ dnx") +o(x") (5.2.7)
Exemple 5.2.3

1. DL de sinx +cosz en 0 a l'ordre 3.

. _ 3
smxr = x—g—l—o(:p)
x? 3
cosr = l—a—i-o(x)
Donc
. 2 3 ,
smx—i—cosle—i-:zz—a—g—l—o(x)
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5.2. Développements limités

2. DL de cosx X v/1+x en 0 ¢ l'ordre 2.

€ 2
cosx = l—a—l—o(x)
2
l+z = 1+§—%+0(1’2)
Donc
72 r  a? 9
cosx X V1+zx = <1—§> (1+§—§> +0(x>
x ./172 332 333 334
= 1+ = = = 2
SR st
On conserve seulement‘lgs monomes de degré<2
Ainsi

5
cosxx\/1+x=1+g—§x2+o(a§2)

Multiplication par un scalaire

Soit le DL en 0 a l'ordre n de la fonction f
f(x)=co+c1m+cer® + ... + 2™ + o (2") (5.2.8)
Proposition 5.2.4 Y\ € R, \f admet un DL en 0 & l’ordre n qui est
(Af) (@) =M (z) =X (co+ oz + cer® + ... + ¢,2") + o (a") (5.2.9)

Exemple 5.2.4 DL de 2cosx en 0 a l'ordre 2 s’écrit

x? 9
2cosr = 2 1—5 —|—0(x)
= 2—22+40 (:1:2)
Composition

Etant donné les DL en 0 a 'ordre n des fonctions f et g

f(x) = co+clx+02x2+...—l—cnx"+o(x")

g(x) = d0+d1$+d2$2+...+dnxn+o(x")
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5.2. Développements limités

Proposition 5.2.5 Si g (0) = dy = 0, alors la fonction fog admet un DL en 0 a l'ordre

n dont la partie polynomiale est tronquée a 'ordre n.

Exemple 5.2.5 Pour écrire le DL de sin(ln(1+4x)) en 0 a l'ordre 3, il est clair que

f(z)=sinz etg(x)=In(l+2z) et g(0) =0. Donc, le DL en 0 a l'ordre 3 de la fonction

foyg emiste.
3
) x
sinx = :1:—54-0(1:3)
2?2 a3 3
In(l+z) = z— % +% +0(a?)
2 3
Donc
In (1 ’
sin(In(1+2)) = ln(1—|—x)—(n( 3—:—x)) o (z%)
22 23 3
= IL’—?—F?—E—FO(ILﬁ)
Car
2 3\ 2
(In(1+2))° = (x—%—!—%) + 0 (%)
x>l 2?2 2l 3
x> ad
= x2—5—5+0(x3)=x2—x3+0(a:3

(In(1+2))° =

= 2240 (3:3)

Division

Soient les DL en 0 & l'ordre n des fonctions f et g

Co+ x4+t + ..+ cnxé—i—o (")

(5.2.10)

Cn(x)

do + dyx + dox® + ... + dnz" +o (z")

Dy (z)
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5.2. Développements limités

Alors, on écrit la division suivant les puissances croissantes de C,, par D,, 4 'ordre n

=G, (r)+o(2") (5.2.11)

ou G, (x) est le polyndome tronqué a l'ordre n.

2 222
Exemple 5.2.6 DL de % en 0 a lordre 2.

24 x+2x% | 14 x?2

—(242x%) |24 x
X

—{ £ 5

—x3

Donc
2+ 1 + 222

12 :2+x+o(x2)

5.2.4 Applications des DL

Calcul des limites

On peut calculer les limites ayant des formes indéterminées & ’aide des DL.

Exemple 5.2.7

1
In(1+x) —tanx+§sin2x

. 0
lim = =
z—0 3£E4 0
On a

2 o 2t

In(l1+2z) = x_E“LE_ZJ’O(lA)
3

tanx = :1:—1—3—1—0(334)
1 1 3\ ? 1 6 ot
§sin2x = 3 x—g> +0(x4>=§<x2+ % ——g)—l—o(afl)
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5.2. Développements limités

Donc

1
In(1+x) —tanx+§sin2x

lim
7—0 3t
. x2+:1:3 x4 - :1:3+x2 xt

— lim 2 3 4 3 2 6

z—0 31‘4

xt ot 5t

— lim—4% 6 _ gy 12 _ —3

z—0 3.%'4 z—0 31‘4 36

Remarque 5.2.2 D’une fagon générale, on calcule les DL a Uordre le plus bas possible,

sinon, on augmente progressivement [ ordre.

Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 5.2.6 Si f : I — R une fonction admettant un DL au point a

F@)=coter(e—a)te(@—a)f+o ((x - a)k> (5.2.12)
—_—

y
ot k est le plus petit entier > 2 tel que ¢, # 0. Alors, I’équation de la tangente a la courbe
de f au point a est

y=co+c(x—a) (5.2.13)

et la position de la courbe par rapport a la tangente pour x proche de a (autour de a) est
donnée par le signe de f (x) —y (et donc le signe de ¢, (x — a)*). On peut rencontrer trois

cas possibles

e Sile signe de ¢ (x — a)k est positif, la courbe est au-dessus de la tangente

WY

(h e
"
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5.2. Développements limités

o Si le signe de ¢y, (v — a)k est néqgatif, la courbe est au-dessous de la tangente

Y

e Si le signe change (lorsqu’on passe de x < a & x > a), alors, la courbe traverse la

tangente au point d’abscisse a qui est un point d’inflexion

WY

w7

Exemple 5.2.8

1. Préciser la position de la courbe par rapport & la tangente au point a = — de la
fonction f(z)=2*— 223+ 1.

2. Déterminer les points d’inflexion (si elles existent).

En effet,

1
1. Le DL de f au point a = 3 s’écrit
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5.2. Développements limités

1 12 12
On a f'(z) = 423 — 622 et f"(z) = 1222 — 120 = f" <§> =T 5= -3 #0, donc

k =2 et l’équation de la tangente est

Donc,

Ainsi, le graphe est au-dessous de la tangente autour de %

2. Recherche des points d’inflexion

Les points d’inflexion sont & chercher parmi les solutions de f” (x) =0, donc
ReP=12rer"=rer(r-1)=0r=00ur=1

e DL en 0 de f(x) est

£@) = £(0) <z f(0) 42 110 s S7(O0)

to(2?)

— 2 3!
co=1 c1=0 v v
62:0 C3:—12

Donc k=3 et
3

flz)=1- IQ.E + o0 (%)

L’équation de la tangente en O s’écrit donc
y=1

Donc,
fz) —y=—-22°

qui change de signe autour de 0. Par suite, 0 est un point d’inflexion.

e DL en 1 de f(x) est

F@) =g+ -1 T e B o oy
:;-0/ Z;,:; =0 *.12
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5.2. Développements limités

Donc k=3 et
fl@)==2@-1)+2@@ -1 +0((z-1)%)

et [’équation de la tangente en 1 est
y=-2(x-1)

Donc,
fle)—y=2(—-1)°

qui change de signe autour de 1. Par suite, 1 est un point d’inflexion.
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CHAPITRE

Intégrales

6.1 Construction d’une intégrale définie

6.1.1 Définition d’une subdivision

Une subdivision d’un intervalle fermé et borné [a, b] est une suite de nombres (zo, 1, T2, ..., Tp)

telle que o = a et x,, = b vérifiant

a=z9g <11 <..<T,=b (6.1.1)

6.1.2 Intégrale de Riemann

L’introduction d’une intégrale a été motivée par le désir du calcul de l'aire limitée par la
courbe d’une fonction f (x), 'axe des abscisses et les deux droites d’équations (z = a) et
(x=0).

L’idée est de découper 'intervalle [a,b] en sous-intervalles & 'aide d’une subdivision
(o, 21, T2, ..., x,) , puis de sommer les aires des rectangles basés sur les sous-intervalles
[:pi_l,:pi]izl’—n, dhauteur f(€;) (¢; € [x,_1,74]) et de largeur h; = x; — x;_1, i = 1,n, oun

désigne le nombre de sous-intervalles.
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6.1. Construction d’une intégrale définie

Cette somme des aires est appelée "somme de Riemann associée a la fonction f sur

[a,b]", et elle s’écrit

S, (f) = Z f &) (z; —ziq) (6.1.2)

=1
n
= E f (gz) hZ
=1
¥
===
v = flx) —T I
|
’/-TL | |
=T | |
/ | | | |
L2 | I
| | I
l l l - - - | |
! | ! | |
| |
| | | | |
| | | |
: | | 1 |
1 | | | l x
@ £, 1 § 2 T . ai," Ta-t £y b

FIG.5.1. Interprétation géométrique de la somme de Riemann

Remarque 6.1.1 Plus on augmente le nombre de sous-intervalles, plus ’approximation
de Uaire cherchée est bonne. Un meilleur choix est de subdiviser lUintervalle [a,b] en
sous-intervalles égaux, ce qui donne

b—a _

T, = a -+ 7
n
= (6.1.3)

h:pas constant

& le milieu de [x;—1,2;], i=1,n

La somme de Riemann sera donc

Sn(f)z

b—a b—a
‘ 1.4
- ; f <a +1 - ) (6.1.4)
Définition 6.1.1 Soit f : [a,b] — R une fonction. On dit que f est intégrable au sens de

Riemann sur [a,b], si la somme S, (f) a une limite quand n — +oo. Lorsque cette limite

existe, elle s’appelle l'intégrale de Riemann de f sur [a,b], et on écrit

/f(x)dxz lim S, (f) (6.1.5)

n—-—4oo
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6.1. Construction d’une intégrale définie

6.1.3 Intégrale d’une fonction en escalier

Une autre construction de I'intégrale d’une fonction a été introduite en utilisant les fonc-

tions en escalier.

Définition 6.1.2 Une fonction f est dite fonction en escalier si elle est constante sur cha-
cun des sous-intervalles d’une subdivision (xq,x1, Tg, ..., T,) de |a,b] (ou f:[a,b] — R).

Autrement dit, s’il existe des nombres réels cy, ca, ..., c, tels que, Vi =1,n

Vx € ]5172'_1,.%'2'[, f(ﬁl?) =G (616)
+¥
5
(31 r—
C3
b
& ———— - .
xX) X1 Xy Tg %, 5 X g

FIG.5.2. Fonction en escalier

Définition 6.1.3 Pour une fonction en escalier f, son intégrale est donnée par
b n
/f (x)dx = Z ¢ (x; — xiq) (6.1.7)

i=1

ot chaque terme ¢; (a; — a;—1) est Uaire du rectangle compris entre les abscisses x;—; et x;

et de hauteur c;.
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6.2. Propriétés de I'intégrale définie

6.1.4 Fonctions intégrables

Définition 6.1.4 Une fonction f : [a,b] — R est dite continue pa morceauz s’il existe

n € N et une subdivision (xo, 1, T2, ..., T,) telle que f |jz,_, z,(50it continue.

¥

FIG.5.3. Fonction continue par morceaux

Théoréme 6.1.1 Si f : [a,b] — R est continue (resp. continue par morceaux), alors, f

est intégrable.

6.2 Propriétés de ’intégrale définie

e Relation de Chasles : Soient a < ¢ < b. Si f est intégrable sur [a,c| et [c,b],

alors, elle l'est sur [a,b], et on a

/bf(x)dxzjf(x)dx+]f(x)dx (6.2.1)

On peut donc déduire que

a

./af"”) dr =0 et ,/f<x>dw=—./bf<x>dm (6.22)

b

e Positivité : Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, 0]

sif<g= /f(x) de < [ g(z)dx (6.2.3)

@'\:w

En particulier,

b
sif>0= /f(x)dx20 (6.2.4)
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6.3. Primitive d’une fonction sur un intervalle

e Linéarité : Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]. Alors,

a. f 4+ g est intégrable et
b. ba ba
/ (f+9) (v)de = / f(x)dx + / g (z)dx (6.2.5)
b. VA € R, Af est intégrable et on a

b b

| / (OMf) (2) dz = A / f () do (6.2.6)

a a

c. f X g est intégrable, mais en général

b

/ (fxg)(@ /f /b.g(x) dz (6.2.7)

a

Exemple 6.2.1 (Le calcul sera détaillé par la suite)

1 1

1
371 271
1
/2x —x dx—?/xQde—/xd;p:Qx_] _x_] — =
. 31 2|, 6
0

0 0

6.3 Primitive d’une fonction sur un intervalle

|Trouver une primitive d’'une fonction est ’opération inverse de calculer sa dérivée

Définition 6.3.1

1. Soit f: I — R. On dit que F : I — R est une primitive de f sur I si F' est une

fonction dérivable sur I vérifiant
F'(x)=f(z),Vz el (6.3.1)

et on écrit
/f (x)de =F(z)+¢, ceR (6.3.2)

Intégrale indéfinie

et donc, si F' est une primitive, alors f admet une infinité de primitives.
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6.3. Primitive d’une fonction sur un intervalle

2. Si f: I — R est une fonction continue sur I et F' une primitive quelconque de f

sur I, a,b e I. Alors,
/ f(@)de = F(2)]! = F (b) = F (a) (6.3.3)

Propriétés

e Soient F' une primitive de f et G une primitive de g, alors, F' + G est une primitive

de f+g.

e Si A € R, alors, AF est une primitive de Af.

6.3.1 Primitives des fonctions usuelles

Fonction Primitive
a (constante) ax
x®* (a ER\ {1} A=
a+1
™ (n € N) e
n+1
24x
e* e*
sinx —COSX
COSX sinx
1
1+ tan’x = - tang
52X
1 arctanx
14 x2
1 In|x]
x
1 arcsinx
V1 —x2
—1 arccosx
Y1 —x2
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6.4. Méthodes d’intégration

Fonction composée Primitive
u'u™ (n e R\ {-1} A
n+1
u’ Ju
2\u
u' In|u|
u
et et
sinu —l
—-cosu
u
cosu 1 .
g Sinu

6.4 Meéthodes d’intégration

6.4.1 Meéthode de changement de variable

Soient f : [a,b] — R une fonction continue et u : [o, 8] — [a, b] une fonction de classe C!.

En effectuant le changement de variable x = u (t), donc dz = «’ () dt, ce qui donne

Exemple 6.4.1

5
1. I = /\/21:— 1dz. Posons u = +2xr — 1 = du =
1

De plus, si t=1=u=1¢et si t =5= u=23. Ainsi,

3

3
I= [wdu="L

1

|

3

1

1
-9 -
3

2. I = / L dx. Posons u=Inz = du = 1dac. Donc,
J zlnx T

1
I= /—du=ln\u|+c
J u
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22z -1

(6.4.1)

dr = 1d:t: = dx = udu.
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Puis, on doit revenir & la variable initiale x, ce qui donne

I'=In|lnz|+c¢

6.4.2 Intégration par parties

Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b] , alors

/ f () f @)z = fg’ — / /(@ (6.4.2)

Technique. La fonction la plus simple sera f (z) (a dériver) et l'autre sera ¢'(z) (a

intégrer). On obtient donc un schéma en forme de la lettre Z.

g fG)
v v
9() f'(x)

1
Exemple 6.4.2 Calculons I = / (x4 1)e*dz.
0

g'(x) =¢e* fx)=x+1
gx) =e* 'a=1

Donc,

1

I = e"”(x—l—l)]é—/ezdm
= e(1+1) =€ (041) - €7,

= 2e—1—(e—1)=
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Remarque 6.4.1
1. En général, cette méthode est utilisée dans les situations suivantes
/. P, (x) . tanzdx, / P, (x).sinzdz, / P, (x).coszdx, / P, (x) . arcsin zdx
/‘ P, (x) . arccos zdx, / P, (x) . arctan zdx, / Py (x) . Inzdx et / P, (x) .€*dx
ot P, (x) est un polynome de degré > 0.

2. On peut rencontrer une fonction f(x) au lieu de la variable x dans les cas cités ci-
dessus, on procéde donc par un changement de variable u = f(x), puis, on effectue
une intégration par parties. En effet, si I = / cos y/xdz, on pose

= idx = dz = 2udu

1
uw=+1r=du 2\/§$ 50

Done, [ =2 / u. cosudu, on intégre maintenant par parties

g'(u) = cosu g f)=u

¢,/¢

glw)=sinu| 5 |f'@)=1

Donc, I =2(u.sinu— [ sinudu) = 2(u.sinu+cosu)+c. En revenant  x, on trouve

I =2y/x.sinv/z +2cos/x +c¢

6.4.3 Intégration des fractions rationnelles

P (x)
Q (x)

degré Q > 2 et degré P > 0. On peut rencontrer les situations suivantes

On va traiter les intégrales du type I = [ dx, ou P et Q sont deux polynoémes, avec

1. Premier cas. Si Q (x) # 0, Vx € R (Ag(;) < 0), on observe le numérateur P (z).

a. Si P (x) est un polynome de degré > 1, on essaye de faire apparaitre une fonction

! * !
du type RPN /idu =In|u| + c.
u ) ou
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b. Si P (z) = 1, on essaye de faire apparaitre une fonction de la forme

! @/ ! du = arctanu +
1+u2 1+u2 U = arctanu C.
Exem le643]—/‘ vl dz, Q(z) #0, Vx € R et degré P (x) = 1, donc
P o - $2+ZL’+1 ) ) g -
, 2 1 1 1 1
Q' (z) = 22+1 etP(x)zx-l-l:5(33-1—1):5(2:13-1-2)=§(2x+2+l—1)=§(2$+1)+§

Ainsi,

1 1
. =2 +1)+ =
I = /x—ﬂdx:/gdx

22+z+1 2+z+1

1 20+ 1 1 1
= - | ————dx+=- | ————dx
2) 2242+1 2) 2+x+1
1 1

1
= -1 2 1 — [ ——d
2n(x +T+ )+2/x2+$+15ﬁ
7

Calculons maintenant Uintégrale J : P(x) =1= Q(z) =2 +z+1 =2+ bz +c.

b1 1\? 13
C’ommeb=1=>§=§<:>g(x):<x+§> +a=x2+x+1+ 0
—_———

D’ot
Q(x)—l’2+$+1+§_§ 1+é r4 ) o 1+ i(:Jc+—) 2
N 4 4 4 3 2 4 3 2
1 1
& J = 5 —/ dx
r?+x+1 J 3 . 92 1\?2
1+ ()
;_1/ ! _de.
k 1+(2< +1)>
_‘/'E J—
V32
On effect intenant le ch td abl 2(+1):>d 2d
n efjectue maintenant e cnangemen e varitaole u = —\T — U = —=ax,
I V32 V3

donc dx = Tdu.
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Alors,
43 [ du 2V/3
J = 37 1+u2—Tarctanu—|—c
2 2 1
- garctan <%(x+§)>+c
D’ou
1 2 1
]:éln(g;2+x+1)+§arctan<ﬁ($+§)>+C
2. Deuxiéme cas. Si Q (z) s’annule sur R (Ag(y) > 0)
T +2 3-95
345
etx2=%=4:Q(m)z(x+1)(x—4).
Donc,
T +2 A n B
2—3z—4  z+1 z—4
Az —4A+Bx+ B
B (x+1)(x—4)
_ (A+B)r+ (B —4A)
B (x+1)(x—4)
T +2
En comparant avec ———— , on trouve
x?2—3r—4
1
A+B=1 A:—g
= 6
b—4A=2 B=-
)
D’ot,
1/’ dx 6/' dx
] = —_— +_
5) x+1 5 ) x—4
= 1hr1|x-|—1|-i—61n|:ﬂ 4|+ ¢
5 5

3. Troisiéme cas. Si Q (x) posséde une racine double dans R (Ag,) = 0)

3z +1

b
———————dx, Agp) = 4—4 = = —— = —1, d'ou
241D Few 0= 2a , dod

Exemple 6.4.5 [ = /
Q) =(x+1)°.
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Par suite
3r+1 3+ 1 A . B
2 +20+1  (z+1)° (@+1) (z+1)
_ A@+1)+B  Ar+(A+DB)
(z+1)? (z+1)
5 ; 3r+1 ¢
7” —_—
n comparant avec P o1 on trouve
A=3 A=3
=
A+B=1 B=-2

D’ou (avec u=1x+ 1= du=dx)

Izg/d:p _2/ d$2
J x+1 ) (x+1)

d
= 31n|x+1|—2/—1;+c
u

1
3lnjr +1| -2 [——} +c

U
Finalement

2
I=3njz+1+——+c¢
r+1

6.4.4 Intégration des fonctions trigonométriques

x
On effectue généralement le changement de variable ¢t = tan 3 donc

, 2t 1—t 2
sinz = g, cosT =g, tanx = [ et do = mdt (6.4.3)
2 2
- dx 142 / 142 / 1
E le 6.4.6 [ = = dt = | ——5——dt = | ———dt
rempre /Q—Sinx /2_ 2 2+ 2% — 2t Pot+1
1+¢2 14 ¢2

Aoy <0 = Q(t) #0 dans R et P (t) = 1, donc, la primitive sera arctanu + c.

2 2

w00 =3 (143 (-3) ) =3 (1 (5 (-3)) ).

118

b1 1\*
C’ommebz—l:—:—é: Q(t)y=t*—t+1= (t——) +a=1—t+=+



6.4. Méthodes d’intégration

Ainsi,
I 4 / dt 2
T (G 03))
V3 2
On effectue ensuite le changement de variable u = 2 <t — 1) = du = ialt, donc
V3 2 V3
dt = ?du.

On obtient alors

m = Tarctanu—!—c

- (2 (i 1)) e

\/5/ du 24/3

Finalement
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