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PREFACE

Ce polycopie est destiné aux étudiants de deuxiéme année des classes préparatoires pour
préparer le concours d’acceés aux grandes écoles, il peut étre aussi utile a ceux de la
deuxiéme année LMD Mathématiques et Informatique, Sciences et Technologie.

Il a pour objectif d’'introduire les principales notions mathématiques qui sont indispensables
a toute formation dans les études supérieures. La maitrise des techniques utilisées dans cet
polycopié exige la connaissance des outils mathématiques faisant partie du programme de
premiere année des classes préparatoires (Analyse mathématique 1 et 2).

j’espere que ce polycopié aidera les étudiants a préparer le concours d’acces au second cycle
des grandes écoles et leurs faciliter la lecture d’autres ouvrages.

Ce document retranscrit le Cours tel qu’il a été donné aux étudiants.




CHAPITRE 1

Séries Numériques

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a des sommes ayant une infinité de termes.
Par exemple qu’est-ce qui se passe quand on pousse une somme partielle jusqu’au bout,
quand on additionne 'infinité de terme de la suite?

Cette question a été popularisée sous le nom du paradoxe du Zénon, qui prétendait
que le mouvement est une impossibilité. Supposons que je cours vers un arbre situé a
un kilometre de ma position. Pour franchir cette distance, je devrais d’abord parcourir la
moitié de la distance qui me sépare de cette arbre. Puis, je devrais parcourir la moitié de
la distance restante. Une fois cela fait, je devrais encore parcourir la moitié de la distance
restante, et ainsi de suite. Zénon prétendait que le nombre d’étapes a parcourir étant infinie,
je n'arriverais jamais a parcourir la distance qui me sépare de I'arbre.

Ce paradoxe semble relativement contre-intuitif, mais il peut se résoudre facilement d’'un
point de vue mathématique. La suite des distances a parcourir n’est autre que la suite des
puissances de deux: je dois parcourir la moitié de la distance, puis le quart, puis le huitieme,
et ainsi de suite: on a bien la suite définie par u, = an ol n = 1. Le philosophe Zénon pense
que le nombre de termes de cette suite étant infinie, la somme de la totalité des termes 'est
aussi. Mais ce n'est pas le cas car la somme d’'une infinité de termes peut étre une valeur
finie: la somme de ces termes vaut 1!

Les mathématiciens ont découvert que certaines séries ne donnent pas de résultats finis:
soit ce résultat n’existe pas, soit il est infini. Ces séries sont appelées des séries divergentes.
Mais il s’avere que certaines séries donnent un résultat fini: ces séries sont alors des séries
convergentes. Par exemple, Euler a montré que e, la base des logarithmes népériens, est le
résultat de la série associée a la suite des inverses des factorielles.

1.1 Généralités sur les séries numériques

1.1.1 Quelques définitions et propriétés sur les séries numériques

Définition 1.1 Soit (uy) ;= Une suite de nombres réels. On pose
n
Sp=Uo+ Ui+ Up+ ...+ Up= ) U.
k=0
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La suite (Sy) ,=¢ Sappelle la série de terme général uy. La suite (S,) s'‘appelle aussi la suite
des sommes partielles.
On peut noter cette série de différentes facons:

Z Up, Z Uy, Zuk, Z Ug.

neN k=0

Pour notre part, on fera la distinction entre une série quelconque ) uy, et on réservera

k=0
+00

la notation Y uy a une série convergente ou a sa somme.
k=0
Exemple 1.1 Définissons la suite (uy) x=o par ux = q* oil q € R; cest une suite géométrique.
La série géométrique Y. q* est la suite des sommes partielles suivantes :
k=0
So=1 S1=1+q So=1l+q+q*> .Sp=1+q+q°+..+q"..

Définition 1.2 Soit (1) .=o Une suite de nombres réels.
On dit que la série de terme général uy converge, si et seulement si la suite (S;) est
convergente.

+o00o

Sa limite se note alors: S = hm Sn = Z Uy , et est appelée « somme de la série ».
Si une série n'est pas convergente, on dzt qu'elle diverge.

+o0o
On appelle reste d’'ordre n d’'une série convergente Y. uy la quantité:
k=0

Rﬂ = Up+1 + un+2 +..= Z uk-
k=n+1

Proposition 1.1 Si une série est convergente, alors R, = S-S, = Z uy et hm Rn =0.
k=n+1

Preuve. S = Zuk—Zuk+ Z ur=S8,+R,.DoncR,=5-S§,, — S-S§=0. |
k=0 k=0 k=n+1 n—+co

Exemple 1.2 1- Si u; =1, pour k =0, la série Y. uy est divergente car:
k=0

Sp=uy+..+tup=1+...+1=n+1= lim S, =+oo.
M—J n—+oo
(n+1) fois

d'oit la suite (S,,) est divergente.

. , s 1 . k -
2— Si on revient a l'exemple du paradoxe de Zénon uy = (%) , pourk =1, la série ) uy est

k=1
1 n+1
s=1(1-[3)")= im 5,1

n—+oo

convergente car:

d’oit la suite (S,) est convergente.
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Remarque 1.1 - Les premiers termes n'interviennent pas pour la convergence d’'une série.

- Tous les criteres de convergence restent donc valables si les conditions demandées sont
remplies « a partir d’'un certain rang ».

- En cas de convergence, la valeur des premiers termes en revanche influe sur la somme de
la série.

- Les sommes partielles d’'une série sont toujours définies, mais les restes ne le sont que
lorsque la série converge.

Propriété 1.1 Soient)_ uy et} vy deux séries numériques et a un scalaire non nul:

* Si ) uy converge vers a, et ) vy converge vers | alors la série Y (uy + vy) converge vers
(a+1).

* Si) uy converge vers a alors Y a.uy converge vers aa.

* Si ) uy converge, et)_ vy diverge alors la série)_ (uy + vy) diverge.

Remarque 1.2 Si les deux séries sont divergentes, on ne peut rien dire sur la nature de leur
somme.
B gk gk LT SRR 3 fe g.
Exemple 1.3 1- La série IEOT = kgo (£)"+ k2—:0 (3)" est une somme de deux série divergentes
et elle est divergente car : si on calcule les termes de la suites des sommes
partielles S, on aura:

lim S, = +o0.
n—+oo

VkeN, up =1

2— Soient}_ uy ety vy telle que{ VkeN, vy =-1

, les deux séries divergent, mais la série

Y (uy + vy) converge.

1.1.2 Condition nécessaire de convergence

Théoreme 1.1 Sila série Y. uy converge, alors la suite des termes généraux (uy) = tend vers
k=0
0 lorsque k — +o0.

n
Preuve. Pour tout k = 0, posons S, = Y ur.pourtoutn=1, u, =S, —S,y-1.Si X ux
k=0 k=0
converge, la suite (S,),>¢ converge vers la somme S. Il est de méme de la suite (S;,-1) ;> - Par

linéairité de la limite, la suite (u;) tend vers S— S = 0. |

Théoreme 1.2 Critére de divergence grossiére

Si le terme général uy, de la série ne tend pas vers 0, alors la série Y uy diverge.
k=0

Preuve. C’est la contraposée de I'implication précédente du Théoreme 1.1. |

Exemple 1.4 1- La série ¥, (%)k diverge, car lim (%)k =+00 #0.
k=1 —+00

41t 3k+2 - : 3k+2) _ 3
2— La série ), (2k+1) diverge, carkllm (2k+1) =35 #0.
k=1 —+oo
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Remarque 1.3 ATTENTION!

) 2 N P ) k+3 .
La réciproque du Théoreme 1.1 est fausse, car la série kgoln(m) diverge, alors que la

; k+3) _ .
kl—l»IPooln(k+2) 0.0na:

k+3 L k+3
ln(m) = Ink+3)-In(k+2) = S":kz:oln(m)

n
Sp = Y [n(k+3)—In(k+2)]
k=0
= (In3-In2)+(In4-In3)+..+(In(n+2)-In(n+1))+(Un(n+3) —In(n +2))
= —-In2+In(n+3) T, o0

1.1.3 Critere de Cauchy

Rappel Une suite (S,;) de nombres réels converge si et seulement si elle est une suite de
Cauchy, c’est-a-dire:

Ve>0, ANeN, VpeN, VgeN,p=Net g=N ,qzp = ISy —Sql <e.
ou encore
Ve>0, ANeN, VneN, Vp>0,n=zN = [Sn+p—Snl<e.
Pour les séries cela donne:

Théoréme 1.3 (Critere de Cauchy)
Une série ) uy est convergente ssi

n+p

Ve>0, ANeN, VneN, Vp>0,n=N = | Y wl<e.
k=n+1
ou encore
Ve>0, ANeN, VneN, Vp>0,n=N = ISn+p—Snl <e.

Preuve. Par définition une série ) u; converge si et seulement si la suite des sommes
partielles (S,) converge et dire que la suite (S;) des sommes partielles converge si et
seulement si c’est une suite de Cauchy, c-a-d:

Ve>0, ANeN, VneN, Vp>0,n=N = |Sn+p—Snl <e.

Ensuite il suffit de remarquer que

n+p

[Sn+p—Snl =1 z: Ul .

k=n+1
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n
Exemple 1.5 Prenons la suite des sommes partielles harmonique S;, = Y. % Calculons la
k=1

différence de deux sommes partielles, afin de conserver les termes entre n + 1
(qui jouelerole de p) et 2n (qui joue lerdlede q) :

2np  nq 1 n 1

1Son — Spl = Z——Z—: fot—2—=—.

n+1 2n 2n 2

La suite des sommes partielles n'est pas de Cauchy, donc la série ne converge pas.

1.1.4 Séries de référence

Séries géométriques

Proposition 1.2 Soit g € R, la série géométrique Y. q* est convergente si et seulement si
k=0
gl <1.onaalors:

+00 n+l1
k_ 1 1-(q) _ 1
E’ q = nl—lgloo l-q ~ 1-q°

Preuve. Considérons
Sp=1+qg+q*+..+q".

« Ecartons tout de suite le cas g = 1, pour lequel S,, = n+ 1. Dans ce cas nhIP Sp=+o00,la
—+00
série diverge.
* Soit g # 1 et multiplions S, par1—qg:

(1-9)Sn=0+q+¢*+..+q") - (g+@*+ @ +..+q"")=1-q""".

Donc

1_qn+1

Si|gl <1, alors g"*! it 0 et ainsi hm Sn = Dans ce cas la série Y g* converge.
n—+oo k=0

Silgl =1, alors g"*! n’a pas de llmlte finie (elle peut tendre vers +o0o, par exemple si g = 2;
ou bien étre divergente, par exemple si g = —1). Dans ce cas la série

Y. g* diverge. |
k=0

Exemple 1.6 Voici quelques exemples sur les séries géométriques
_(%)nJrl

3, donc lasérie ¥, (1 ) est convergente.

_1
k=0 n—+oo 3 k=0
+00 k . 1_(2)n+1 L. k .
2—3 "= lim —=— = +o0, donc la série }. (2)" est divergente.
k=0 n—+00 k=0
+00 —1\n+1
_Ink . 1-(# _Ink
3- ¥ (&) = lim # =3, doncla série Y. (2)" est convergente.
k=0 n—too  l+3 k=0
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Séries télescopiques

Proposition 1.3 Une série télescopique de nombres réels ). uy , avecVk € N, uy = a1 — ag

k=0
OoU Uy = ay — Aay+1, converge ssi kliT ai =l existeetdanscecasona:
— 100
+o00 +o00
Y (akn—ap)=l-ay ou Y (ax—aks1)=ao—l.
k=0 k=0

Preuve.

n
Sp = ) (Ake—ag),
k=0
= (m—ag)+(a—ar) +...+(an— an-1) + (Ap+1— an),

= dp+1— Ao

n
Ilim S, = lim are1— ar) =1 — ap.
n—+oo n n—>+ookX:‘b( k+1 k) 0

Exemple 1.7 Voici un exemple important pour ce type de série
L. 1 P . X
1- La série kg{)m est une série télescopique on a:

1 1 1
k+D(k+2) k+l1 k+2'
donc ; ) " . .
S":,;)(k+l)(k+2):k§)k+l_k+2: “n+2
Yl hims.-1
ico(k+1)(k+2) n—+oo

Donc Y. ——r— est convergente.
£, D E2) 8
2-Lasérie ¥ In(1— 1) est une série télescopique on a:
k=2
1 k-1
ln(l — z) = ln(T) =In(k-1) —-1In(k),
donc
n 1 n
Spn=)_ ln(l— —) =) In(k-1)-In(k) =In(1) -In(n),
k=2 k] iz

n—+oo

+00 1
Zln(l——)z lim S, =—oo0.
k=2 k

Donc Y. In(1 - 1) est divergente.
k=2
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1.2 Séries a termes positifs

1.2.1 Convergence par les sommes partielles

Rappels Soit (s;),,>¢ Une suite croissante de nombres réels.

* Sila suite est majorée, alors la suite (s,) converge, c’est-a-dire qu’elle admet une limite
finie.

* Sinon la suite (s;) tend vers +oo.

Appliquons ceci aux séries Y uy a termes positifs, ot ux = 0 pour tout k. Dans ce cas la

n
suite (S,;) des sommes partielles, définie par S,, = Y. uj est une suite croissante :
k=0

Sn—8Sn-1=uy,=0.

Proposition 1.4 ( Convergence par les sommes partielles )

Une série a termes positifs est une série convergente si et seulement si la suite des sommes
partielles est majorée. Autrement dit, si et seulement s’il existe

M > 0 tel que, pour toutn=0,S, <M etona:

+00
Y up= lim S,=S.
k=0 n—+oo

Une série a termes positifs est une série divergente si et seulement si la suite des sommes
partielles est non majorée et on a:

lim S, = +oo.
n—+oo

Preuve. La preuve de cette proposition est trés simple et basée sur un résultat (vu en lére
année) de convergence des suites monotones vu au rappel ci-dessus. |

1.2.2 Théoreme de comparaison

Pour étudier les séries a termes positifs, On les compare avec des séries classiques
simples au moyen du théoréme de comparaison suivant.

Théoréme 1.4 (Théoréme de comparaison)
Soient ) uy et ) vy deux séries a termes positifs ou nuls. On suppose qu'il existe kg = 0 tel

que, pour tout k = ko, uy < vy,
o Si la série ) vy converge, alors la série ) uy converge.

e Sila série ) uy diverge, alors la série ) vy diverge.
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Preuve. Comme nous l'avons observé, la convergence ne dépend pas des premiers
termes. Sans perte de généralité on peut donc supposer kg = 0.

Notons U, = ug+ uy + ... + up et V, = vg + vy + ... + v, les suites des sommes partielles
respectives des séries ) uy et Y vy. Les suites Uy, et V,, sont croissantes, et

de plus, pour tout n =0,
U, <V

Si la série ) vy converge, alors la suite (V};) converge, et si c’est le cas la suite (V},) est
bornée par un certain réel M >0:
Vio=M pourtoutn=0
De plus, on a pour tout k = 0, uy < vy alors on en déduit que

U,<M pourtoutn=0

Donc, la suite des sommes partielles U, étant croissante majorée, elle converge.
Inversement, sila série ) uy diverge, alors la suite (Uy) tend vers +oo, et la suite (V) tend

vers +oo et ainsi la série Y vy diverge. [ ]

Exemple 1.8 Nous avons déja vu dans l'exemple 1.7 que la série

+00 1

kgb—(k T erg Converge.

+00
1- La série kZ % converge car pour toutk =4 ona
=1

1 1 P
72 < Tk On en déduit que la

+00 +00
série kz 2—,162, d’ott la convergence kz % par linéarité .
=1 =1

+00
L . 1 1 1 1 _
2— La série ; 71 converge car pour tout k =2 on a 3; < gz, comme kgzm =

Y m (par changement d’indice) est une série convergente.Donc la
k=0

série Y. % converge.
k=0

+00 +00
3— La série Y. —= diverge car pour toutk=1ona % < L et la série harmonique Y. % est
=1 Vk Vi k=1

+00
divergente donc Y. L diverge.
k=1 vk

1.2.3 Théoreme d’équivalence

Théoréme 1.5 (Critere d’équivalence)
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Soient (uy) et (vy) deux suites a termes strictement positifs. On pose:

. Uk
lim —=1.
k—+o0 Vg

Sil € R*, alors les deux suites (uy) et (vg) sont équivalentes et on note uy ~ lvi. Donc ) uy

ety vy sont de méme nature.

Preuve. Par hypothese, Ve > 0,3k = 0 tel que, pour tout k = ko, [ € R*,
u
I~ -l<g,
Uk
ce qui donne

(I-&)vp<up<(+¢)vy.

Fixons un € < 1. Si Y uj converge, alors par le théoreme de comparaison, } (I —¢) vk
converge, donc )_ vy converge aussi.

Réciproquement, si ) uy diverge, alors Y (I + €) vy diverge, donc }_vi diverge aussi. B

Remarque 1.4 Si les suites sont équivalentes alors elles sont soit toutes les deux convergentes,
soit toutes les deux divergentes. Bien siir, en cas de convergence, il n’y a

aucune raison que les sommes soient égales. Enfin, si les suites sont toutes les deux
strictement négatives, la conclusion reste valable.

Théoreme 1.6 Soient (uy) et (vy) deux suites a termes strictement positifs. On pose:

. Uk
lim —=1.
k—+oc0 Vg

1- Sil=0 et la série) vy converge = } uyj converge.

2— Sil = +oc et.la série ) vy diverge = ) uy diverge.
Preuve. 1— Par définition Ve > 0,3k € N,V k € N tel que, pour tout k = ko,
lugl <elvgl,

Donc si ) e|vg| converge, et Y v, converge aussi, alors par le théoréeme de comparaison
Y uyj converge.

2— Par définition VA € R,3ko € N,V k € N tel que, pour tout k = ky,

up > Avg,
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Donc si ) Avy diverge, et ) vy diverge aussi, alors par le théoréeme de comparaison ) uy
converge. ]

e 1 1 P
Exemple 1.9 1- Les suites 1z et Ty Sont équivalentes car

1

lim, (k+1)(k+2)

k—+o0

1
k2
T converge,

= 1.comme la série)
(S

alors la série ). # converge.

K +3k+1

2— Les séries Zm ety %sont de méme nature car

K2 +3k+1
lim k3+2k%+4
k—+o00 1

1
=1l.commela sériez T diverge,
k

2+3k+1

alors la série ,fs 2 diverge.

3— Lasériey. lnk(f)

converge car

Ind) In (k) 1

3

lim £~ = lim —— =0 et la sériey — converge.
k—+o0 1 k—+o0o Kk Zkz &

k2

4— La sériey ——— diverge car
(k)5 vIn(k)

(SIS

1
1
1 — ) k
lim L3 vintk) lln(k) = lim
k—+o0 ES k—+oo/In (k)

1
= +o0 et la série ) T diverge.
k

1.2.4 Comparaison série/intégrale

Théoreme 1.7 Soit f : [0, +oco[ — [0, +oo[ une fonction décroissante. Alors la série Y. uy out
k=0
+oo

uy = f (k), et l'intégrale impropre [ f(t)dt sont de méme nature.
0

Preuve. Soit k € N, Comme f est décroissante, pour k<t <k+1,ona f(k+1)< f(f) <
f (k). En intégrant sur I'intervalle [k,k + 1] de longueur 1, on obtient:

k+1
flk+1) = ff(t)dtsf(k).
k
On somme ces inégalités pour k variantde0an—1:
n-1 n—lk+1 n-1
Y fk+ =) | fdes ) fk).
k=0 k k=0

:Ok
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On aura

n
u1+...+un5ff(t)dts ug+...+uUp_1.
0
La série ) uy converge et a pour somme S si et seulement si la suite des sommes partielles

n
converge vers S. Si c’est le cas [ f (f) dt est majorée par S, et comme
0
X
Jf () dt est une fonction croissante de x (par positivité de f ), I'intégrale converge.
0

n
Réciproquement, si I'intégrale converge, alors [ f (f) dt est majorée, la suite des
0

sommes partielles aussi, et la série converge. |

1.2.5 Séries de Riemann et regle k%

Proposition 1.5 Considérons la série de Riemann de la forme suivante: ). k—la aveca >0 un
k=1
réel, alorsona:

* Sia > 1, la série de Riemann ), kLa converge.
k=1
* Si0 < a <1, la série de Riemann ), k% diverge.
k=1

Preuve. Nous appliquons a f : [1, + oo[ — [0, + oco[ définie par f (f) = %a, pour a > 0, C’est
une fonction décroissante et positive. On peut appliquer le théoréme 1.7.

On sait que:
X
1. = (x17%-1) sia#1
e In (x) sia=1
+oo +00
Poura>1, [ ti,xd t est convergente, donc la série ) k% converge.
1 k=1
+o00
PourO<a<1, [ ti,xd t est divergente, donc la série Y kia diverge. |
1 k=1

Exemple 1.10 1- ) # est une série convergente d'aprés Riemann cara =2 > 1.
2-3 % est une série divergente d’aprés Riemann cara =1<1.

Proposition 1.6 Soit) uy une série a termes positifs. On pose

I= lim k%u.
k—+o00
x Sil € R*, alors les deux séries Y uy ety kia sont de méme nature.
x Sil=0eta>1 alors la série ) uy est convergente.
*x Sil=+o0et0<a<1alorslasérie) uy est divergente.
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— Soi 517 L
Exemple 1.11 1 Soztlaserzekglln(l+m).

Commeln(1+\/4_) ~ L =1 car lim Iczln(l+ﬁ):letcommeoa:§

> 1
) k—+oo Vi3 k% k—+o00

d’aprés Riemann Y. - + est une série convergente par équivalence la série ) In (1 + W) est
k=1k k=1
convergente.

2— Soit la sérieY. m

Comme lim kup= lim
kmtoo KT f=too ko =

3— Soitla série), —— 7

\/ln(k
Comme lim kéup= lim ——1— = lim —L— =0 etcommea = £ >1alorslasérie
. k—+oco k—>+ook2 6 \/m k—+00 k3 /In(k)
—1__ T :
y NN est convergente

1.2.6 Séries de Bertrand

Proposition 1.7 Soit la série de Bertrand

1
a b’
k=2 k* (In (k))
x Sia>1 la série converge.
*x Si0 < a<1 lasérie diverge.
. b > 1 la série converge.
*xSia=1et c o . &
b <1 la série diverge.
- +o0 a>a
Preuve.Ona lim k*—1— = lim X — =
k—too  kAUn())? T g ioeo (n(k)? 0 a<a

1) l1<a<a, lim i
) k— oo (In(k))?

On choisit 1 < @ = la série Y, —L— converge pour 1 < a et Vb.
k=2 k()

2) a<a<l, Ilim K
) k—+oo (ln(k))b

.. z S —
O<ac<
On choisit 1 = la série =, k“(ln(k))h

3) a =1, soit f:[l,+00[ — [0,+00[ définie par f(f) =
décroissante et positive. On peut appliquer le théoreme 1.7.

diverge pourO<a<1letVb.

—L__ cest une fonction
t(In(1)

On sait que:

X 1 1-b _ 1-b ;

Ftar={ T[N@' = n2)!Y) sibz1

5 t(n(1) In (In (x)) —In(In2) sib=1

Pour b #1

00 X +00 b<1

=t 50|

L_dt= lim L
{t(ln(mb x~+oo“2[t(1n(t))" (2!t b>1
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Pourb=1
+00 X 1 .
f Wdt xl—1>+oo fmdt— llmooln(ln(x))—ln(ln2) =
Donc,poura=1letb>1, ——dt converge — converge.
p f t(n (mb vers ,Ez k(n (k))” vers
Poura=1leth<l, dt diverge = ¥ —L — diverge. ]
f t(ln(t))b & ,Ez k(in(k))® &

Exemple 1.12 Soit la série

- ooslir)

()

k=1 sin

i

; = = 1 dapré srie ¥ ol
) ey ZERE a=1 et b=1 daprés Bertrand la série kglzklnk est
: i e s )
divergente par équivalence la série ) () est convergente.
k=1 3

1.2.7 Regles de d’Alembert et de Cauchy

Théoreme 1.8 (Regle du quotient de d’Alembert)
Soit)_ uj une série a termes strictement positifs, telle que kETm”Z—: =1, alors:
le Sil <1 alors ) uy converge.
2e Sil>1 alors ) uy diverge.
3e Sil =1 on peut rien conclure.

Exemple 1.13 .
k! Uk+1 _ . k+1 1
——=—— converge, car lim <+ = lim == =<1
kzols 2k-D) 8! e S T ke T2
2k)! 4. . Ukl _ (2k+1)(2k+2)
2— CR: diver: e, car lim - = [im =——2="2 =4>1.
Z (k')2 & kotoo Wk koioo (e+D)?

Théoreme 1.9 (Regle des racines de Cauchy)
Soity uy une série a termes positifs, telle quelim uy = 1, alors:

k—+o0
le Sil <1 alors)_ uy converge.
2e Sil>1 alorsy uy diverge.
3e Sil =1 on peut rien conclure.
Exemple 1.14 .
2k+1 k 2k+1 _
1- X (3k+4) converge, carlim ¥uy = hm ! SE1=3 < 1.
k=0 k—+00

2- Z( J_r‘;’) diverge, carhm\/_— hm 2k+3_5>1-

k=0 k—+oo
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Une question se pose maintenant, peut-on avoir des limites différentes en appliquant les
deux regles de d’Alembert et Cauchy?
Laréponse est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.8 Soit Y uj une série a termes strictement positifs.

Uk+1

Si lim l alors lim {u, = 1.
k—+oo U k—+oo

Laréciproque est fausse. En effet, il suffit de considérer la série Y uy ou
k=0

vk . .
g k est pair,
uk:{ gg) si k est pair.

s Sikestimpair.

Ona
1 . .
.ou % Si k est pair,
hm k+1 — 3 i P ) )
k—+oo U 2 si k estimpair.

Alors la regle de d’Alembert ne s’applique pas.

Pourtant, lim {uy = % < 1, donc la regle de Cauchy s’applique et la série }  u; converge.
k—+o00 k=0
Cet exemple montre que la regle de Cauchy est plus puissant que celle de de d’Alembert.

1.2.8 Regle de Raabe-Duhamel

Proposition 1.9 (Regle de Raabe-Duhamel)
Soity uy une série a termes strictement positifs. Posons qu'il existe a € R tel que:

u a 1 u
kel =1——+o(—) ot lim k(l— k+1)=a
k k—+00 U

le Sia > 1, alors la série)_ uy converge.
2e Sia < 1, alors la série ) uy. diverge.
3e Sia =1, on peut rien dire.

Exemple 1.15 .
SoitsérieZk!(%)k
Ukl — k+1 k
Uk

1- L +o(}).
1

k
d'oti la série Y k! (%) divergecara = 5 < 1.

1__1
On a = e_lekln(l"'%) = e_lek(%_m-'—o(kz)] = e_le(l_ﬁ"'o(%)) = e(_ﬁ*’o(%)) =

1(k+l
e\ k

2
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1.3 Séries a termes quelconques

Définition 1.3 On appelle série a termes quelconques une série ) uy dont les termes peuvent
étre positifs ou négatifs suivant les valeurs prises par k.

Exemple 1.16 Les séries ) cos(k) et ) sin (k%) sont a termes quelconques.
k=0 k=0

1.3.1 Critere d’Abel

Théoreme 1.10 (Théoreme de sommation d’Abel)

Soit ). uy une série a termes quelconques. On suppose que uy = ax.by, avec by, strictement
positif, tIZ?es que:

1e La suite (by)=q est décroissante et tend vers0 | by < by, Yk e N et kEwak =0].

2e Les sommes partielles de la suite (ay) .»q Sont bornées:

AM>0,VkeN= |apg+...+ a,| < M.

Alors la série Y. ay.by converge.
k=0

Exemple 1.17 .
+o0o (_Dk

Montrer ori T
ontrer que la série kgo WS est convergente

. 1k __1
Soitai = (-1)" et by T ona 1

. _ 1 , . . —
o La suite by = T est décroissante et kl—l»Too_\/m 0.

0 nimpair

. =M=1.
1 n pair

elag+..+ayl=1-D+...+ (=" :{

1.3.2 Séries alternées

)k+1 u

Définition 1.4 Soit (uy) ;=0 Une suite qui vérifie uy = 0. La série Y (=) up ou ¥ (-1 k

. k=0 k=0
sSappelle une série alternée.

Théoreme 1.11 (Critere de Leibniz)
Supposons que (Uy) = SOit une suite qui vérifie:
le uy =0 pour toutk =0,
2e la suite (uy) est une suite décroissante,

3e lim wu; =0.
k—+o0
Alors la série alternée Y. (—1)* uy. converge.
k=0
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Exemple 1.18 .
Soit la série alternée suivante:

(=¥
>

k=1 k

le uy = % =0 pour tout k = 1.

=1 _1__-1_ ite décroi
2o Uk~ Uk =TT "t =T = O donc (uy) est une suite décroissante.

LIRS . . ’ . ’ el k
D’aprés le critere de Leibniz la série alternée Y. % converge.
k=0

1.4 Séries absolument convergentes

Définition 1.5 Une série )_ uy. est dite absolument convergente si la série ) |uy| est conver-
gente.

Proposition 1.10 Toute série absolument convergente est convergente. La réciproque est

fausse.
Zlukl converge = Z ujp converge.

Exemple 1.19 .

le La série Y. IC‘,’;’CI est convergente, car IC‘,’CZkI < % et la série Y. %, a=2>1daprés

k=1 k=1
Riemann converge. A lors la série Y. C‘]’;k converge.
k=1
. . 2 _nk » P
2e La série harmonique alternée ). % n'est pas absolument convergente. Car la série
k=0

_nk .
> I%I =Y % est divergente.
k=0 k=0

Définition 1.6 Une série ) uy qui est convergente, mais pas absolument convergente,
s‘appelle une série semi-convergente.

Exemple 1.20 .
_pk ,
La série ), % est semi-convergente.
k=0

Remarque 1.5 .

1e Toute série a termes positifs convergente est absolument convergente.

2e Les séries alternées sont des cas particulier des séries a termes de signe quelconque,
donc le critére de convergence absolue s'applique

aussi pour ces séries alternées.

3e On a vu que si une série est absolument convergente, elles est forcément convergente,
par conséquent l'étude d'une série de signe quelconque se raméne par le critere de convergence
absolue a l'étude d’'une série a termes positifs pour laquelle les criteres de comparaison, de
D’Alembert et de Cauchy sont applicables.
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CHAPITRE 2

Intégrales impropres

En premiere année, on a étudier I'intégrale des fonctions définies et continues sur un
intervalle compact (fermé borné) [a,b] avec —oo < a < b < +o0, il existait une fonction F dite
primitive de f telle que:

b
F)=f(x) VYxelab] etff(t)dt:F(b)—F(a).
a

Ce qui représente I'aire délimité par le graphe de la fonction f sur [a,b].

Dans ce chapitre, nous allons apprendre a calculer les intégrales de domaines non
bornés, soit parce que l'intervalle d’intégration est infini (allant jusqu’a +oo ou —o0), soit
parce que la fonction a intégrer tend vers l'infini aux bornes de l'intervalle. Ces intégrales
sont appelées intégrales impropres ou intégrales généralisées.

On termine notre introduction en expliquant le plan de ce chapitre. Lorsque I'on ne sait
pas calculer une primitive, on a recours a deux types de méthode: soit la fonction est de
signe constant au voisinage du point incertain, soit elle change de signe une infinité de fois
dans ce voisinage (on dit alors qu’elle « oscille »). Nous distinguerons aussi le cas ol le point
incertain est oo ou bien une valeur finie. Il y a donc quatre cas distincts, selon le type du
point incertain, et le signe, constant ou non, de la fonction a intégrer. Ces quatre types sont
schématisés dans les figures suivantes:

”|F' I a
i
L

| {
EEe = L I :I i \
- SRR

|||| Y,
L

a b

F1G. 2.1 - Différents types d’intégrales.
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2.1 Définitions et propriétés

2.1.1 Points incertains

* On commence d’abord par identifier les points incertains, soit +oo, soit —oo d'une part,
et d’autre part le ou les points au voisinage desquels la fonction n’est pas bornée.

¢ On découpe ensuite chaque intervalle d'intégration en autant d’'intervalles qu’il faut
pour que chacun d’eux ne contienne qu'un seul point incertain, placé a I'une des deux
bornes.

« l'intégrale sur l'intervalle complet est la somme des intégrales sur les intervalles du
découpage.

» Le seul but est d’isoler les difficultés : les choix des points de découpage sont arbitraires.

2.1.2 Convergence/divergence

Définition 2.1 .

+oo
* Soit f une fonction continue sur [a, + oo[. On dit que l'intégrale [ f () dt convergesila
a

X
limite, lorsque x — +oo, de la primitive [ f (t) dt existe et est finie, c-a-d
a

+00 X
ff(t)dt:xEwaf(t)dt.
a a

Sinon, on dit que l'intégrale diverge.
b

* Soit f une fonction continue sur la,b]. On dit que l'intégrale [ f (t)dt converge si la
a
b

limite a droite, lorsque x — a, de la primitive [ f (t) dt existe et est finie, c-a-d
X

b b
ff(t)dt: lim ff(t)dt.
x—at

a X

Sinon, on dit que l'intégrale diverge.
Exemple 2.1 .

+00 X
1— Lintégrale [ e 'dr= Jim Je tdt= Jim [—e™"], = L. Donc lintégrale converge.
0 0

+oo X
2— Lintégrale [ sin(t)dt= lim [sin(f)dt= lim [-cos(¢)]j =2 car lim cos(x)=32.
0 X—+00 0 X—+00 X—+00

Donc l'intégrale diverge.
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1 1
3— Lintégrale [In(t)dt = lin(l) JIn(t)dt = lirr(l)[tln(t)—t])lc = —1. Donc lintégrale
0 X— X X—

converge.

1 1
4— Lintégrale [+dt = liII(l) [idr= liII(l) (In (1] = +o00. Donc lintégrale diverge.
0 X—U x X—

Remarque 2.1 .

« Lintégrale généralisée, est considéré comme limite d'une intégrale définie.

» Convergence équivaut donc a limite finie. Divergence signifie soit qu’il n'y a pas de limite,
soit que la limite est infinie.

2.1.3 Relation de Chasles

Proposition 2.1 (Relation de Chasles)
Soit f : [a, + oo — R une fonction continue. Pour tout c € [a, + ool les intégrales impropres

+00 +00o
J fdtet [ f(t)dt sontde méme nature, et on a dans le cas de
a

convergeng‘e N
+0o c +00
ff(t)dIfo(t)dt+ff(t)dt,

Preuve. En utilisant la relation de Chasles pour les intégrales de Riemann usuelles, avec
As<Cc=<X:

ff(t)dt=ff(t)dt+ff(t)dt,

Puis en passant a la limite x — +oo.
Maintenant, si on est dans le cas d'une fonction continue f :]a,b] — R, c € ]a,b], alors on
a un résultat similaire, et en cas de convergence:

b Cc b
ff(t)dt=ff(t)dt+ff(t)dt.
X X c

Puis en passant a la limite x — a™. |

Remarque 2.2 .

* « Etre de méme nature » signifie que les deux intégrales sont convergentes en méme temps
ou bien divergentes en méme temps.

x La relation de Chasles implique donc que la convergence ne dépend pas du comporte-
ment de la fonction sur des intervalles bornés, mais seulement de son

comportement au voisinage de +oo.
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2.1.4 Linéarité
Proposition 2.2 (Linéarité de l'intégrale impropre)
Soient f et g deux fonctions continues sur [a,+oo[, et A,u deux réels. Si les intégrales

+00 +00 +oo
[ fdter [ g(t)dt convergent, alors [ (Af (1) +ug(t))dt convergeetona:
a a a

+oo

+00 +00
f()Lf(t)+pg(t))dt:)Lff(t)dt+pfg(t)dt

a

La relation de linéarité est valable pour les fonctions d’'un intervalle]a,b], non bornées en

Remarque 2.3 La réciproque dans la relation de linéarité est fausse, on peut trouver deux
+00o

+oo
fonctions f,g telles que [ f(t)+ g (t)dt converge, sans que [ f(t)dt, ni
a a

+00

J g (v dt convergent.
a

2.1.5 Positivité

Proposition 2.3 (Positivité de l'intégrale impropre)
Soient f,g : [a, + oo[ — R des fonctions continues, ayant une intégrale convergente.

+o00 +oo
Si f<g alors ff(t)dtsfg(t)dt.
a a
En particulier, on a aussi:
+00o
Si f=0 alorsff(t)dtzo.
a

La relation de positivité est valable pour les fonctions d’un intervalle]a,b], non bornées en
a.

Remarque 2.4 Si I'on ne souhaite pas distinguer les deux types d’intégrales impropres sur un
intervalle [a, + ool (ou ]—oo,b]) d'une part et]a,b] (ou [a,bl) d'autre part, alors il est
pratique de rajouter les deux extrémités a la droite numérique:

[]_Qz[RU{—oo,-%oo}.

Ainsi Uintervalle [a,b[ avec a € R et b € R désigne lUintervalle infini [a, + oo[ (si b = +00) ou
Uintervalle fini [a,b[ (si b < +00). De méme pour l'intervalle]a,b] avec
a=-ocoouacR.
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2.1.6 Critere de Cauchy

Théoreme 2.1 (Critére de Cauchy)

+00

Soit f : [a, + oo — R une fonction continue. Lintégrale impropre [ f (t)dt converge ssi
a

v
Ve>0 IM=za uv=M = |ff(t)dt|<£.
u

Preuve. 11 suffit d’appliquer le critére de Cauchy pour les limites a la fonction F(x) =
X
[f®dt.
a

X
Soit F: [a,+oco[— R. Alors lim F(x)= lim [f(f)dt existe et est finie ssi
X—+00 X—+00°,

v
Ve>0 iIM=za uv=M = |F(u)—F(v)|:|ff(t)dt|<£.
u

2.1.7 Cas de deux points incertains
lorsque les deux extrémités de I'intervalle de définition sont des points incertains. Il s’agit
juste de se ramener a deux intégrales ayant chacune un seul point incertain.

Définition 2.2 Soient a,b € R=RU{—oo0, + 0o} avec a < b. Soit [ : la,b[ — R une fonction
b

continue. On dit que l'intégrale [ f (t) dt converge sil existe c € 1a,b| tel que les deux
a

c b
intégrales impropres [f(t)dt et [f(t)dt convergent. La valeur de cette intégrale
a Cc

doublement impropre est alors

b Cc b
ff(t)dt=ff(t)dt+ff(t)dt.
a a c

Remarque 2.5 .

x Les relations de Chasles impliquent que la nature et la valeur de cette intégrale
doublement impropre ne dépendent pas du choix de c, avec a < ¢ < b.

c b b
* Si une des deux intégrales [ f (t)dt ou bien [ f (t) dt diverge, alors [ f (t) dt diverge.
a Cc a
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Exemple 2.2 .
+00 2 +00
f%dt: f%dtﬁ-‘[%dt
J (1+12) J (1+12) 2(1+t)

On choisit ¢ = 2 au hasard.
On commence par la premiere intégrale

2 2
t
f 2dt= lim zdt
(1+122) r==eo) (1+12)
X
2
t 1] 1 12 11 1
Zd =75 D) =—-\|z-— >
(1+2) 2(1+22], 25 1+x
X
Alors
| | 1(1 1 1
r t
f—zdt: lim —zdt: lim __(___2):__'
(1+7?) x==00) (1+12) x=-00 215 1+x 10
o )
2 t
Donc [ ——=dt converge.
{o(1+z2)2 &

1

+00o
A t .
De méme pour { Wd t qui converge vers 1.

?)

t
1+12)?

+00
Ainsi lintégrale [

ool

dt converge et vaut 0.

2.2 Intégrales impropres sur un intervalle non borné

2.2.1 Fonctions positives

Nous supposerons que la fonction est positive ou nulle sur l'intervalle d’intégration
[a, +oo[. Les critéres de convergence pour les fonctions positives sont aussi valables pour
les

fonctions négatives, il suffit juste de remplacer f par —f.

Rappelons que, par définition,

+00 X
ff(t)dt:xliglwff(t)dt.
a a

X
Comme f est positive, alors la primitive est croissante, ou bien liIP Jf (®)dtestbornée,
X—+00 a

+00 X

et donc l'intégrale [ f (t) dt converge, ou bien xlirP J f () dt tend vers +oo donc diverge.
a —T0g
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Si on ne peut pas (ou si on ne veut pas) calculer une primitive de f, on étudie la
convergence par des critéres qui nous permettent d’en déduire la nature sans les calculer
explicitement.

2.2.1.1 Théoreme de comparaison

Théoreme 2.2 (Critére de comparaison)
Soient f et g deux fonctions positives et continues sur [a, + oo . telles que:

dAza, Vi>A f<g(.
+0o +00o

1.Si [ g(t)dt converge = [ f(t)dt converge.
a

a

+00 +00
2.8 [ f(r)dt diverge = [ g(t)dt diverge.
a a

Preuve. La convergence des intégrales ne depend pas de la borne de gauche de
I'intervalle, et nous pouvons nous contenter d’étudier f fdtet f g (t)dt. Or en utilisant

la
positivité de I'intégrale, on obtient que, pour tout x = A,

X X
ff(t)dtsfg(t)dt.
A A

+00 +00
Si [ g(t)dt converge, alors [ f(f)dt est une fonction croissante et majorée donc
A a

+00o +00o
converge. Inversement, si [ f () dt tend vers +oo, alors [ g (t)dt tend vers +oo aussi. W
A a

Exemple 2.3 .

+o00 2
Lintégrale [ e " dt est convergente car: ¥Vt € [1,+ o], —t2 < —t, comme e’ est une
1
. . ) - g
fonction croissante alorse™" < e". Etcomme f e ldt= hrp [—e~!]{ = 7!, doncl'intégrale
X—+00
+00o

[ e~tdt converge.
1
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2.2.1.2 Critére d’équivalence

Théoreme 2.3 (Critére d’équivalence)
Soient f et g deux fonctions strictement positives et continues sur [a,+oo[. Supposons
qu'elles soient équivalentes au voisinage de +oo, c’est-d-dire:

im M =1
[—>+oo g (1)
+00 +00o
Alors l'intégrale [ f () dt converge si est seulement si [ g(t)dt converge.
a a

Preuve. Dire que deux fonctions sont équivalentes au voisinage de +oo, c’est dire que
leur rapport tend vers 1, ou encore :

I
g

Ve>0 3FJA>a Vi>A li<e,

soit encore:
Ve>0 3JA>a Vi>A l1-9gm<fM<l+eg(r).

Fixons € < 1, et appliquons le théoreme de comparaison sur l'intervalle [A, +oo[. Si
+00 +0o

'intégrale [ f (¢)dt converge, alors l'intégrale [ (1—¢)g (f)dt converge, donc l'intégrale
A

A
+00

J g (1) dt converge aussi par linéarité.
4 +00 +00 +00
Inversement, si | f(t) dt diverge, alors [ (1+¢)g(t)dt diverge, donc [ g(r)dtdiverge
A A A

aussi. [ |

Exemple 2.4 .

+00o

ye Lz 1 .
Lintégrale { T zdt converge car:

_1_ 400 X
N 2 1 1 1 . 1 . 1 X
lim 2= =1 — ~ = et comme | =dt= lim [5dt= lim |—=|, =1, alors
t—+00 ZLZ 1+£2 ¢ ‘{ ¢ x—>+oo‘{‘f2 x—>+oo[ t]l ’

+o00o +00o
e . 1 AN re . e Lz 1
lintégrale { -zdt converge par le critere d'équivalence l'intégrale { Tz dt converge.
Proposition 2.4 Soient f et g deux fonctions strictement positives et continues sur [a, + ool
telles que:
. (1)
lim f— =

i =1.
t—>+oog(t)

+00 +00
e Sil#0etl# +oo, f(1) I 1.g (). Alors les deux intégrales [ f(t)dt et [ g(t)dt sont
0 a a

de méme nature.
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+00 +00
e Sil=0, f(t)<g(r).Alorssilintégrale [ g(t)dt converge = [ f(t)dt converge.
a a

+00 +00
e Sil=+o0, f(t)=g(t). Alors si l'intégrale [ g(t)dt diverge = [ f(t)dr diverge.
a a
Exemple 2.5 .

+00o
’. 2 ln(t) .
Lintégrale { 1zt converge car:

In(1)
. T2
lim 1= =o.
t—+o0 L
3
t2
+
done B0 < 1 RIS PR
onc 1z <3, etcomme [ —dt= lim
12

1 t2

In(1)

x +00
—2
- =2 converge — dt converge.
x—>+oo(\/—l’)1 & ‘{ 1+12 &

2.2.1.3 Intégrales de Riemann

+oo

Une intégrale de Riemann est une intégrale qui s’écrit sous la forme:

1
f —dt,ouacR}.
l-a
1
Dans ce cas, la primitive est explicite:

+0o li 1 1 X . 1
Ly, | dim [k sias
| e liIP (n ()]} sia=1
X—+00
Donc on deduit la nature des intégrales de Riemann
+oo
1
Si a > 1 alors t—adt converge.
1
+oo
Si a =

1
1 alors f —dt diverge.
t-a
1

Proposition 2.5 Soit f une fonction positive et continue sur [a, + oo|.

converge sia > 1

+00

. N L <

* Sif (1) ~ = oit(l#0etl#+00) alors {f(t)dt{ diverge sia <1
+00

*Sitlir+n t*f(t)=0alors [ f(t)dt convergesia > 1.

+00

* Sitlirp t*f(t) =+ooalors [ f(t)dt divergesia <1.
oo A
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Exemple 2.6 .

Soit f st 3¢, La fonction 834 'sm” est continue et positive sur [1, + oo|

) 3 |sin £
lim ¢2 5 =0,

t—+o00 r

|sm t| _3
donc f dt converge car a = 3.

2.2.1.4 Intégrale de Bertrand

Une Intégrale de Bertrand est une intégrale de la forme:

+00o

1
———dt,ouaeR;, BeR.
[t“(lnt)ﬁ wh

* Si @ > 1, l'intégrale converge.

* Si a < 1, l'intégrale diverge.

* Si @ > 1, l'intégrale converge.

pB > 1, l'intégrale converge

*Sia=
Sta=1et { B <1, l'intégrale diverge

+eo,
Exemple 2.7 Soit f Lsin(1)dt. La fonction Lsin (1) est continue et positive sur [1, + ool

1 (1) 1
—sin|—| ~ =,
t t) +oo 12
+00o
et comme [ %dt est de Riemann a = 2 > 1 donc converge par équivalence l'intégrale
1

+00
{ Lsin(1)dt converge.

Int

+00
Exemple 2.8 Soir [ V1% +3tIn(cos(2))sin? (=) dr. Lafonction V't> +3tIn (cos (3)) sin® (=)
2

est continue et positive sur [2, + ool

3
VE2+3t=1/1+4- ~ t.
t +oo
( (1)) 1
In{cos|-]|| ~ ——.
t))+oo 2¢2

(2] 2 )
sin“|— | ~ [—] .
Int) +oo\Int
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Donc

7o) 25

Int) +o 2¢(nn?’

+00

et comme [ ——=
2

2t(Int)?

dt est une intégrale de Bertrand a = 1, 8 = 2 donc converge par

+00
équivalence lintégrale [ v't? +3tIn(cos(1))sin® () dt converge.
2
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2.2.2 Fonctions oscillantes
+oo
Nous considérons [ f (1) dt, ou f (t) est une fonction oscillante jusqu’a I'infini entre des
a
valeurs positives et négatives.
La définition de I'intégrale impropre reste la méme::

+00

X
ff(t)dt:xliglwff(t)dt.
a

a

Contrairement au cas des fonctions positives, ol la limite était soit finie, soit égale a +oo,
+00
tous les comportements sont possibles ici: les valeurs de [ f (¢) dt peuvent tendre vers une

a
limite finie, vers +o0o ou —oo, ou bien encore osciller entre deux valeurs finies, ou s’approcher
alternativement de +oo et —oo.

2.2.2.1 Critéres de convergence pour les fonctions oscillantes

Définition 2.3 (Intégrale absolument convergente)
+oo

Soit f une fonction continue sur [a,+oo[. on dit que [ f(t)dt est absolument

a
+00

convergente si l'intégrale impropre [ |f (1)|dt converge.
a

Théoréme 2.4 .

Toute intégrale impropre absolument convergente est convergente. Autrement dit, étre
absolument convergente est plus fort qu'étre convergente.

Exemple 2. 9
1- Soit f SI8Ldt, la fonction S5t est continue sur 1, +ool.
Pour tout L,
sint 1
Iz l=w

Or lintégrale f = dt est une intégrale de Riemann a = 2 > 1 donc convergente par

+00 +oo
comparaison f IS“” |dt converge = l'intégrale f SIL 7t est absolument convergente.

Définition 2.4 (Intégrale semi-convergente)
+00

Lintégrale impropre [ f(t)dt est semi-convergente si elle est convergente mais pas
a

absolument convergente.
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Exemple 2.10 .

+00 | .
Soit l'intégrale [ #2Ldt, la fonction £2* est continue sur (1, +ool.
1

Nous allons prouver qu’elle est convergente, mais pas absolument convergente.
1- Pour montrer que l'intégrale est convergente, effectuons une intégration par parties,

u =sint, u=-cost
avec 1 . 1
v =—=

V= 2

?)
Tsi t t]* T t
sin —CO0S COS
[ Ty
t t 1 r

1 1

[—cost]x: lim =<cosx
1 xoteo
+00

e Pour lautre terme, f Gldr= Mim fco”dt

e lim

+ cos1 = cos 1. Donc admet une limite finie.
X—+00

+00
Or lintégrale [ [—12d t est une intégrale de Riemann a = 2 > 1 donc convergente par
1

+00 +oo
comparaison f ICOS[ |dt converge = l'intégrale f o8t dt estabsolument convergente. Donc

+00 P
sin
{ 2L dt converge.

2— Pourtoutt,0<|sint|<1,ona:

lsinl _ sin®¢ _ 1—cos(2t)

t r 2t

! .
. . . u =cos2t, u=ssin2t
En effectuons une intégration par parties a M, avec { ’ 2

2t
¥y Tsin2
sin2t
1 fsnat,,
, 4)
1

Les deux derniers convergent, et le premier tend vers +oo. Donc l'intégrale f Mdt

obtient:
sin2t
t

X
1- 2t 1 1
f—cos( )dtz—[lnt]f——

2t 2 4

1

+oo
diverge par comparaison f Ismt‘dt diverge aussi donc f Sm[dt nest pas absolument

convergente.
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Théoreme 2.5 (Théoreme d’Abel)
Soit f une fonction C! sur [a, +ool, positive, décroissante, ayant une limite nulle en +oo.
Soit g une fonction continue sur [a, + ool telle qu’il existe M > 0, Vx € [a, + ool

X
Ifg(t)dtlsM.
a

+o00
Alors, l'intégrale impropre [ f(t) g (t)dt converge.
a

Exemple 2.11 .

+00 |
1- Avec f (£) = % et g (t) =sint, on retrouve que l'intégrale [ Sl—‘;tdt converge.
1

+00 . 3
2— Avec (1) = % et g(t) = cos(t)sin3 (), on retrouve que lintégrale [ Wdt
1

converge.

2.3 Intégrales impropres sur un intervalle borné

Nous traitons ici le cas ot la fonction a intégrer tend vers I'infini en I'une des bornes de
I'intervalle d’intégration. Le traitement est tout a fait analogue au cas d’'une fonction positive
sur un intervalle non borné et I'on omettra les démonstrations.

2.3.1 Fonctions positives

Nous supposerons que la fonction est positive ou nulle sur I'intervalle d’intégration ] a, b],
et tend vers +oo en a. Rappelons que, par définition,

b b
ff(t)dt: lim ff(r)dr.

Comme f est positive, alors la primitive est croissante quand x décroit vers a: soit
b b b
Jf () dt estbornée, et l'intégrale [ f (f) dt est convergente, soit [ f (f) dt tend vers +oo.
X —a X

2.3.1.1 Théoréme de comparaison

Théoreéme 2.6 (Théoreme de comparaison)
Soient f et g deux fonctions positives et continues sur]a,b]. Supposons que f soit majorée
par g au voisinage de a, c’est-a-dire:

de>0, Vtelaa+e], f=g().
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b b
1- Si [g () dt converge = [ f () dt converge.
a a

b b
2-Si [f(t)dt diverge = [g (1) drt diverge.
a a

Exemple 2.12 .

z

Soit l'intégrale fwl(n dt, la fonction Wlm est positive et continue sur | 0,%] .
0

/1 . 1 1
Vte]o,—], O<sint<t— —=->0,
2 sint t

4 4

2 2
lintégrale [ %d t est divergente par comparaison [ dt diverge.
0 0

1
sin(t)

2.3.1.2 Théoreme d’équivalence

Théoreme 2.7 (Théoreme d’équivalence)
Soient f et g deux fonctions strictement positives et continues surla,b] . Supposons qu'elles
soient équivalentes au voisinage de a, c’est-a-dire:

limm—

=1.
t—a* g (f)

b

b
Alors l'intégrale [ f (t) dt converge si et seulement si [ g (t) dt converge.
a a

Exemple 2.13 .
1
Soit l'intégrale f"’—[tdt
0

En effet,
e~ t

r o

~ |

1 1
Or [1dt diverge donc fe—[zdt diverge.
0 0

Proposition 2.6 Soient f et g deux fonctions strictement positives et continues sur]a,b] telles
que:

i L0

im =1.
t—a* g(t)

b b
e Sil#0etl#+oo, f(1) ~ 1.g(1). Alors les deux intégrales [ f (r)dt et [g(t)dt sont de
at a a

méme nature.
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b b
¢ Sil=0, f(t) < g(t). Alors si l'intégrale [ g (t) dt converge = [ f (t)dt converge.
a a

b b
e Sil=+oo, f(t)=g(t). Alors si l'intégrale [g (1) dt diverge = [ f (t) dt diverge.
a a

Exemple 2.14 .

1

1- Lmtegmlef —— est continue et positive sur |0, ;]

i t)3 dt converge car: la fonction T t)

Nl

1
2 11 1.1 1

= lim =-1
x x—0v| 2(mi)’ 2(nxn? 2 (ind)

1 _ 1 _1_1
r(lnr)3 x—>0 fr(l 3 dt= )}E& 2 (Int)?

1

O\NI'—-

Donc l'intégrale impropre f e dt converge.

t(l

2- Lintégrale f lln Ldt converge car: la fonctlon 2 est continue et negative sur]0,1]

1
llﬂ—ttz o Int et l'intégrale de f Intdt converge par équivalence l'intégrale [ llfr‘—; dt converge.
0

3- Lintégrale f Int d t converge car: la fonction I\I}f est continue et negative sur]0,1]

_Int
lim 1‘/? =0
x—0t -
4
Les fonctions _IHTtt et % étant continues et positive sur]0,1].
4
Int 1
-—— = .
NG
Comme f dt converge Riemann a = — < 1 par comparaison f - l\r}fdt converge, donc

o ¢

1
Int
{ NG dt converge.

2.3.1.3 Intégrale de Riemann

Une intégrale de Riemann est une intégrale qui s'écrit sous la forme:

1
f—dt, onaeR].
toc
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Donc on deduit la nature des intégrales de Riemann

1
1
Si a < 1 alors f—dt converge.
ta
0

1
1
Si a = 1 alors ft_adt diverge.
0

Proposition 2.7 Soit f une fonction positive et continue surla,b].
b .
. ! . convergesia <1
* ~ T a + 7 ;
Si f (1) ~Ta oit (1 #0 et # +00) alorséf(t)dt{ divergesia > 1
b
* Si lim (t—a)® f(t) =0 alors [ f () dt converge sia < 1.
t—at a

b
* Si lim (r—a)® f (1) = +oo alors [ f (t)dt divergesia = 1.
t—at a

De méme si b est un point impropre, on remplace (t — a) par (b—t).

1
Exemple 2.15 Lintégrale [ Infqy converge car: la fonction Nt ost continue sur]0,1]
04

Vit

. Inz . -3
lim t*— = lim t* " 4ln¢ =0.
x—0% ti x—0*

1
On choisit donc a € ]%,1[ par exemple a = % pour que fln—gldt converge.
04

2.3.2 Fonctions oscillantes

Le dernier cas a traiter est celui ot la fonction a intégrer oscille au voisinage d'une des
bornes, prenant des valeurs arbitrairement proches de +oo ou —oo.

Le changement de variable u = ﬁ permet de se ramener au cas précédent d’'une fonction
oscillante sur un intervalle non borné, ce qui nous dispensera de donner autant de détails.

Rappelons que, par définition,

b b
ff(t)dt: lim ff(t)dt.
x—a*

a X

2.3.2.1 Critéres de convergence pour les fonctions oscillantes

Définition 2.5 (Convergence absolue)
b
Soit f une fonction continue surla,b). On dit que [ f (t) dt est absolument convergente si
a

b

J1f (0 dt est une intégrale convergente.
a
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b
Théoréme 2.8 Si l'intégrale [ f (t) dt est absolument convergente, alors elle est convergente.
a

Exemple 2.16 .
sin 4

1.1 1
Soit l'intégrale f%dt, La fonction % est continue]0,1].
0

Pour tout t€10,1], ona

1
Or lintégrale { %d t est convergente daprés Riemann a = % < 1 par comparaison

1.1
dt converge, donc l'intégrale [ Smﬁ’ dt est absolument convergente.
0

o~ | —

|sin

NG

o~

2.4 Intégration par parties

Théoreme 2.9 (Intégration par parties)
Soient u et v deux fonctions de classe C' sur lintervalle [a,+oo[. Supposons que

+00 , too
tliIP u(t) v (r) existe et soit finie. Alors les intégrales [ u()v (H)dt et [ u (f)v(r)dt sont

a
de
méme nature. En cas de convergenceona:

+00o +oo

fu(t)v'(t)dt: xEeru(t)v(t)—u(a)v(a)]—fu/(t)v(t)dt.

a a

Preuve. C'est la formule usuelle d’intégration par parties

X X

fu(t) v (dt= [u(t)v(t)];—fu'(t)u(t)dt.

a a
en notant que par hypothese que xgrpwuv a une limite finie. |

Exemple2.17 .
+00o
Soit l'intégrale [ Ate *dt ou)>0.
0

P . . / _ / _
On effectue l'intégration par parties avecu=At, v = e M. Onadoncu = A, v = —%e At
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Ainsi

|
|
o~
QI
>
—
=
+
ml
>
~
QU
N

X
fﬂtte‘“dt
0

X
1
lim f Ate Mdr= T donc l'intégrale converge.

X—+00

+00
f Ate Mdr
0 0

2.5 Changement de variable

Théoreme 2.10 (Changement de variable)
Soit f une fonction définie sur un intervalle I = [a, + oo|. Soit J = [a, B un intervalle avec

+oo
a,B €R ou = +oo. Soit ¢ : J — I un difféomorphisme de classe C'. Les intégrales [ f(x)dx
a

b ,
et [f(@(0).9 (1) dt sont de méme nature. En cas de convergence, on a:
a

+oo

B
ff(x)dxsz(w(r)).<p'(r)dt.

a

On rappelle que ¢ : ] — 1 un difféomorphisme de classe C' si ¢ est une application C',
bijective, dont la bijection réciproque est aussi C".

Exemple 2.18 .
Lexemple suivant est trés intéressant: la fonction f(f) = sin(tz) a une intégrale
convergente, mais ne tend pas vers 0 (quand t — +oo). C'est a mettre en opposition avec le

cas des séries : pour une série convergente le terme général tend toujours vers 0.
+00o

Soit l'intégrale [ sin(r?)dr
1
On effectue le changement de variable u = t?, qui donne t = \/u, dt = ﬁdu avec ¢ est un
difféomorphisme
@:[1,x*] = [1,x]

u—1t

X x2

1
. 2 _ .
[sm(t )dt-[sm(u) —zﬁdu.
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2
x?
Or par le théoréme d’Abel f sm(”) du converge, donc f S;“—\/(E)du admet une limite finie, ce
+00
qui prouve quefsm (t2) dt admet aussi une limite finie. Alors f sin (?) dt converge.

Exemple 2.19 .

2
Soit l'intégrale [—4

On effectue le changement de variable u = vVt -1, quidonne t = u“+1, dt = 2udu avec ¢
est un difféomorphisme

@ [\/ﬁl] — [x,2]
U—t
lim

lim m:}}g} 2du= 2[u]\/_—11m2(1
X

x-1

x—1)=2.
1

2

dt : . . dt

{ 2du converge, ce qui prouve que { 71 admet aussi une limite finie. Alors { 71
converge.

Exemple 2.20 .

On va calculer la valeur des deux intégrales impropres suivantes

z

:fln(sin(t))dt, :fln(cos(t))dt.
0

0
* Montrer que l'intégrale I converge.

pIs

2
Comme In (sin (1)) =~ In(z) = %, en effectuons une intégration par parties de [In(t)dt

e

2
l'intégrale converge. Par équivalence [1n (sin (1)) dt converge
x Vérifier que I = J.

On effectuons le changement de variable t = 5 — u. On a dt = —du et un difféomorphisme
entret€ [x,5| etue [§—x,0]. Ainsi

Z-x

f In (cos (u)) du.

0
fln(sm(t))dt = fln sin E—u))( du) =

—-X

7-x
In(sin(#)dt = hmfln(sm(t))dt— lirgl+ In(cos (u)) du

0

I =

o \Nm NI=I
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Cela prouve I = J. Donc ] converge.
x Calculer I +].

el

O —— i O —— ol O —— N O —— il

3
I+] ln(sin(t))dt+fln(cos(t))dt.
0

(In(sin(#)) +1In(cos (1)) dt.

In(sin(f).cos () dt.

1
In (E sin (2 t)) dt.

2
= —gm2+fhumn2mdp
0

Etcommel=],ona .
21 = —Eln2+L.

4

2
Il nous reste a évaluer L= [In(sin(21)) dt:

0
Effectuons le changement de variable u = 2t, l'intégrale L devient:

/4
L = %fln(sin(u))du,
0

T
1 1
= EI+5[1H(Sin(u))du;

[N

effectuons le changement de variable v = m — u, on aura

0
1 1 i
EI+Efln(sm(n— ) (—dv),

L =
%
1 1%
= 5I+§fln(sin(v))dl/,
0

11
“I+-I=1
2" 2
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Donc, comme?2l = -%1In2+ L et L= I, on trouve:

3
I:]:fln(sin(t))dt: —glnz.
0

2.6 Application des intégrales impropres

2.6.1 Fonction Gamma

Théoréeme 2.11 (Fonction Gammal)

On appelle fonction Gamma notée I d’Euler l'application :

I':10,+o0[— R

+00
x—T(x) = f e ldr
0

+00o
Lintégrale [ t*'e~'dt converge pour tout x strictement positif.
0

Preuve. en effet:

+00 1 +00
ftx‘le"dtzftx‘le‘tdwftx‘le‘tdtzllﬂz.
0 0 1

Si x = 1, 0 n'est pas une impropre, donc I, converge et tlim t?t*"Ye~! = 0 ce qui assure la
—+00

convergence de I.
1

Si0<x<l,onat“let~¥l= tl—l_x, ftll_xdt est une intégrale de Riemann converge

o+ 0

1 +00
si1—x < 1, pour tout x > 0 par équivalence I, = [t* 'e~'dt converge, en plus [ t* e 'dt
0 1
converge car lim t*t* le” ' =0. [
t—+o00
Propriétés:
+00o
le T'(x+1)=xT (x), pour tout x > 0. En particulierT (2) =1T'(1) = [ e 'dt=1.
0

2 Pourtoutx>0,I'(x+n+1)=xx+1D(x+2)...(x+n-1)(x+n)I(x).
3e Pourtoutn>0,I'(n+1) =n!.

1T ()= Vi
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2.6.2 Fonction Béta

Théoréme 2.12 (Fonction Béta 3)
Pour tout réels strictement positifs p et g, on définit la fonction Béta d’Euler notée (3 par:

1

B(p.q) =fu’”_1(1—u)‘7_1du.

0
B(p,q) convergesip >0 etq>0.

Preuve. En effet:

1
1 2 1
B(p.q) :fu”_l(l—u)"_ldu:fu”_l(l—u)q_ldu+fu”_1(1—u)q_1du.
0 0 1
2
1

2
Au voisinage de 0, uP~1 (1 — u)97! ~ ull_p, donc [uP~! (1-u)7' du converge pour p > 0.
0

1
Au voisinage de 1, uP~'(1-u)97! ~ W, donc [uP~'(1-w)9 ' du converge pour
1
2
q>0. n
Propriétés:
1+ Vp,q>0, B(p.q)=B(q.p).

2¢¥p,q >0, f(p,q) = T

+00 _
3¢Vp,qg>0,B(p.q) = {%du.
4 SipeZ, B(pl-p)=T(p)T(1-p) =t
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CHAPITRE 3

Fonctions de deux variables

La notion de fonctions a plusieurs variables apparait trés t6t en physique out l'on étudie
souvent des quantités dépendants de plusieurs autres, mais elle se développe considérable-
ment a partir de la fin du 17eme siécle. En 1667, James Gregory donne une des premiéres dé-
finitions formelles: « une fonction est une quantité obtenue a partir d’autres quantités par
une succession d’opérations algébriques ou par n'importe quelle opération imaginable ». Le
18eme siecle voit le développement du calcul infinitésimal et la recherche de solutions d'équa-
tions différentielles et d’équations aux dérivées partielles. Les fonctions a plusieurs variables
sont alors manipulées autant que les fonctions a une seule variable. Il faut attendre la fin du
19éme siecle et début du 20éme siecle pour voir s'établir avec plus de rigueur les calculs sur les
dérivées partielles, notamment les dérivées secondes.

Ce chapitre est consacré a l'étude des fonctions de plusieurs variables, c'est-a-dire définies
sur une partie deR", qu'on appellera son domaine de définition. On se limitera essentiellement
aux fonctions de deux variables.

Exemples de fonctions de deux variables utilisés dans les sciences de gestions

1- La fonction coiit: Si une entreprise produits s deux articles différents x articles au cotit
de 10 (en unité monétaire) par article et y articles au cotit de 15 (en unité

monétaire) par article, alors le coiit total serai une fonction a deux variables indépen-
dantes x, y qui s'écrit:

C(x,y) = 10x+15y.

2- La fonction de production : La quantité de production noté Q d’'une entreprise est une
fonction P qui est souvent exprimée en fonction de deux variables, le travail noté T et le capital
noté C:

Q=P(T,C).

En particulier la fonction de Cobb-Douglas a deux variables :

Q=P (T,C)=1T*CP, l,a,8>0.
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3.1 Généralités sur les fonctions de deux variables

Rappel: R? = R x R est un espace vectoriel sur un corps K = R.
Soit X un vecteur deR?, X = (x,y) oit x et y € K sont appelés les coordonnées ot bien les
composantes de K. l'espace vectoriel est muni des lois suivantes:

VX =(x,1) R’ VXo=(x2,)5) R’ VAER.

Xi+Xo = (x1+ 2,01+ y2),

/1X1 = (Axl,/lyl) .

Définition 3.1 .
On appelle fonction numeérique de deux variables toute fonction définie par:

fR?-R
(xy) = f(xy).

Exemple 3.1 f(x,y)=2xy+x*+y%

3.1.1 Norme et distance sur R?

Définition 3.2 (Norme)
Une application N : R?> — R est une norme si et seulement si :
1-VXeR? N(X)=0. Positivité
2-VYXeR?, N(X)=0 < X=0.
3-VXeR?2VAeR, N(AX)=I|AIN(X). Homogénéité
4-VX,X0,€R%, NX1+X)<NX)+N(X). Inégalité triangulaire

Notation: On note N (X) = || X ||Ipz .

Exemple 3.2 .
1) Pour tout X = (x,y) €R?, Ny (X) =Xl = |x|+1yl.
2) Pour tout X = (x,y) € R?, No(X) =Xl = \/x% + y2. La norme euclidienne
3) Pour tout X = (x,y) € R?, N3(X) = | Xlloo = max(|x|,|yl). La norme infinie

Définition 3.3 (Normes équivalentes)
Soit R? muni de deux normes N et N . Ces deux normes sont dites équivalentes si et

seulement 31,12 € R, tel que:

MN (X)<N(X) < AN (X), VXeR2
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Exemple 3.3 Montrer que les normes ||.||1, .2, .l sont équivalentes surR? eton a:
I Xlloo < 1Xll2 < 1X1h <211 Xllos, VX =(x,y)€ R,

a)Ona: No(X)=1Xl2=/x2+y2 = N2(X) = %%+ y* . (1)
Ny (X) = I1X1ly = Ixl+ 1yl = NZ2(X) =x*+y* +2]x| [P .o )
de (1) et (2) en déduit que N3 (X) < N2 (X) = [ Xl < 1XIl;.
lx| si x| >yl
lyl s |xI <]yl
Ny (X) = [ Xlla = vV*2+y2 = N2(X) = x>+ )2(@)

de (3) et (4) en déduit que N3 (X) < N3 (X) = [ Xlloo < 1 X|l2.
lx| silx[>1yl [ lxI i [x|+ [x]>]yl+ |x]
Iyl si lxl <yl _{ Iyl si lyl+ lyl>Ixl+ lyl

2 .
2 o | X Si x>yl
= N (X)_{ ¥y si lxl<lyl

b) Ona:Ns (X) = | Xlloo = max (|x|,yl) = {

€) N3 (X) = | Xlloo = max (|xl, |yl) = {

x| si2N3(X)>N;(X)
{ 5 D = 20Xl = 11X

Iyl si 2N3(X) > Ny (X)
Donc | Xlloo < 1Xll2 < 1Xlh <201 Xlloo, VX = (x,y) €R?.

Définition 3.4 (Distance associée a une norme)
SoitR? muni d'une norme N, , alors Uapplication d définie par :

d:R*xR*> - R,

(X1,X2) — d (X1,X2),

est appelée la distance associée a la norme N.

On appelle distance une Uapplication d vérifiant :

1) VX1,X2 € R?, d(X1,X2) = 0;

2 VX1, X2 €R?, d(X1,X2) =0 < X; = X;

3) VX, Xo e RZVAER, d(A(X1,X0) = A d(X1,X2);

4) VX1, X0, X, X, €R?, d ((Xl,Xg) + (Xi,Xé)) <d (X1, X) +d (Xi,Xé) .

Exemple 3.4 DansR? on définie trois distances : soit X1 = (x1,y1) € R?, Xp = (x2,¥2) € R%.
* dy (X1,X2) = X1 — Xally = |x1 — X2l + 1y1 = yal.

* d (X1,X2) = 1 X1 — Xzl = \/(xl —x2)%+(n —yz)z.
* d3(X1,X2) = doo (X1,X2) = 1 X1 — Xalloo = max (|x — X2, [y1 - y2l).
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Définition 3.5 (Distance non associée a une norme)
Soit E un espace vectoriel sur un corps K. On dit qu'une application

d:EXE_’R+

(x.y) —d(xy),

est une distance sur E si elle vérifie les trois axiomes suivants :
)Vx,y€E, d(x,y)=0 < x=y;

3)Vx,y€E, d(x,y)=d(yx);
4)Vx,y,z€E, d(x,2) <d(x,y)+d(yz).

3.1.2 Partie ouverte et partie fermée de R®

Définition 3.6 (Boules ouvertes et boules fermées de R?)

Soient Xy € R?, R € R*.
* On appelle boule ouverte de centre X, = (xo,)0) et de rayon r 'ensemble noté By (Xo,R)

By (Xo,R) = {X e R*/ d(X,Xo)<R}.
* On appelle boule fermée de centre Xy = (xo,y0) et de rayon r 'ensemble noté B (Xo,R)
B(Xo,R) = {XeR*/ d(X,Xo) <R}.

Exemple 3.5 .
le Dans (R,|.]), soient xo € R, r € RY alors:

Bo (xo,7) =1x0—1X0+ 71,
B (x0,r) = [X0 = 1, X0 + 1.
2 Dans (R?,|.1l2), soient Xy = (x0,y0) € R?, R€ R alors:

By (Xy,R) = {X = (x,y) € Rz/ (X—X())2+ (y—y())z < Rz},
B (X(),R) = {X = (x,y) € Rz/ (x— .X'())z + (y— y())2 < Rz} .

3e Dans (R, |I.lleo) , soient Xo = (x0,¥0) € R?, R€ R% alors:
By (Xo,R) = {X = (x,y) e R/ max(|x—xol,ly—yol) <R},
B(Xo,R) = {X = (x,y) e R*/ max(lx—xol,ly—yol) <R}.
Définition 3.7 (Partie ouverte et partie fermée)

o On appelle partie ouverte A < R? ssi
VXeA 3TIR>0/ By(X,R)cA.

» On appelle partie fermée si son compl ementaire est un ouvert.
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3.1.3 Domaine de définition, image et représentation graphique

Définition 3.8 (Domaine de définition)
On appelle domaine de définition d’'une fonction de deux variables, I'ensemble suivant:

Dy={X=(xy)eR?*/ f(x,y) existe}.

Exemple 3.6 Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes :
1- fl (x)y) =2

y,
Dflz{(x,y)e[REz/ fl(x,y):gexiste}:{(x,y)e[l%zl y#0} =RxR".
2- fo(xy)=v1-x2-y?,

szz{(x,y)E[RZ/ fz(x,y)=\/1—x2—y2existe}z{(x,y)e[ﬂizl ¥+ <1},

Porirey
U

FI1G. 3.1 - Domaine de définition f5.
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3- f3(x.y) = vxF7,

Dy ={(x,y) eR?/ f3(x,y) = /x+y existe} = {(x,y) eR*/ y=-x}.

F1G. 3.2 - Domaine de définition f3.

4= fa(x,y) =In(xy),

Dy, ={(x,y)eR?*/ fi(x,y)=In(xy) existe} = {(x,y) eR*/ xy>0}.

F1G. 3.3 - Domaine de définition f,.
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Définition 3.9 (Image)
Limage par f de Dy est l'ensemble :

Imy=f(D)={f(xy)/ (x.y)eD}<R.

3.1.4 Les courbes de niveau ou lignes de niveau

Définition 3.10 La représentation graphique d'une fonction a deux variables dans un repére
(O, i,j, Ic) de l'espace est 'ensemble des points M (x,y,z) vérifiant z = f (x,y).

Remarque 3.1 Une fonction a deux variables est donc représentée non pas par une courbe,
mais par une surface dans Uespace. Il est trés difficile en général de visualiser ce

genre de représentations graphiques, c’'est pourquoi on en est souvent réduit a étudier les
coupes par des plans que représentent les lignes de niveau.

Définition 3.11 (Courbe de niveau)

Soitf:Df—R,ouDyc R? etk e Imy (Df) c R. La courbe de niveau k de la fonction f est
'ensemble des couples (x,y) vérifiant f (x,y) = k.

Exemple 3.7 .
1— Les courbes de niveau de la fonction f, définie par:

fi(xy)=x*+y7,

sont des cercles de centre (0,0) et de rayon v'k pour k= 0: x> + y* = k.

L
B om 5 & B o= oM B o= om B
= T T T T T T T T

F1G. 3.4 - Les courbes de niveau de la fonction fi.

2— Les courbes de niveau de la fonction f, définie par:

fz(ny) :xz_yzr
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pour k = 0 ce sont les droites d'équations :
¥ —y*=0 = |x|=1yl,
pour k # 0 ce sont les paraboles :

¥-y=k = y*=x*-k.

0 =] T T T 8= ]
A
gl ~ . i
50—
i3s o
al .
7 L i
= Oof CRE
gL .
—al i
-l i
B0
-8 ol T B
10 I o Y I T S P
-10-8-6-4-20 2 4 6 8 10

x

F1G. 3.5 — Les courbes de niveau de la fonction f5.

3.2 Limite des fonctions de deux variables

Rappelons la définition de la notion de limite d’'une fonction d’'une variable réelle, c’est a
dire:
)}irgclf(x):l < Ve>0,In>0: Vx, O0<|x—xpl<n = |f(x)-Il<e.
— X0

Comment généraliser ces notions & une fonction de deux variables réelles : f : R> — R.

Pour arriver a ce but, nous avons besoin d'abord, comme dans le cas d'une seule variable
réelle, de définir les notions suivantes:

a) Comment définir la notion de voisinage V; du point (x0,0) € R? (comparativement i
I, = | xo — 1, X0 + [ pour les fonctions d'une seule variable).

b) Comment définir rigoureusement la notion (x,y) s'approche de (xo, o) -

¢) Comment définir rigoureusement la notion f(x,y) sapproche de | quand (x,y)
sapproche de (xo,ys) -

3.2.1 Notion de voisinage

Pour les fonctions d'une seule variable, nous avons défini le voisinage V, (xo) d'un point
Xo € R, comme étant lintervalle de centre xy et de rayonn, c’est a dire

Vi (x0) = I = |xo—1n,x%0 + 1| = {x € R: |x — x0] <7}
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Si on remarque que dg (x,Xp) = |x — xo| dansR, alors on a
Vi (x0) = Iy = {x € R: dy (x,%0) <7}

En se basant sur la notion de voisinage d’'une fonction d'une seule variable, on peut
généraliser la notion de voisinage d'un point (xo,y0) € R? en remplagant la distance dg par
d[RZ

Définition 3.12 .
Soit (xo, yo) € R?. Notons par Vy (xo, yo) le sous ensemble de R? suivant

{(x,y) eR®: dge [(x,¥), (x0,30)] <n},
(x,y) € R2: \/(x—xo)2+ (y—J/O)z <17},

{(xy) eR?: (e x0)* + (v - yo)* <7}

Vy (x0,¥0)

Vi (x0,0) Sappelle voisinage du point (xo,yo) de rayonn ou boule ouverte de centre (x, yo)
et de rayonn. Géométriquement, il représente l'intérieur du cercle de

centre (xo,yo) et de rayonn.

On peut prendre une autre distance d

*

qe dans R? définie par

A [(x,¥), (%0, ¥0)] = max (1x— xol,1y — yol) .

Vo (xo.00) = {(xy) eR*:dy, [(x,¥), (x0,30)] <7},
= {(xy) eR*: max(lx - xol,1y - yol) <n},
{(x,y) e R?: |x—xol <m et |y - yol <m}.

3.2.2 Notion de limite

Définition 3.13 (La limite d’une fonction de deux variables)
Soit f : R* — R définie dans un voisinage Vy (xo,yo) du point (xo,yo) € R* (sauf peut étre au
point (xo,y0)) et 1 € R. On dit que f (x,y) tend vers | quand (x,y) tend vers (xo,yo) et on note

f(xy)

— | ou encore lim x,v) =1L
(x,y)— (x0,70) (XVY)_’(XOrJ/O)f( y)

—

Ye>0, In>0: VY(xy), 0<\/(x—x0)2+(y—y0)2<17 = |f(xy)-ll<e.

ou encore

Ve>0, In>0: VY(xy), max(lx—xol,ly—yol)<n = If(xy)-1<e.
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Remarque 3.2 .

1— Pour démontrer que( )lir? )f (x,y) = 1, il faut se donner € > 0 quelconque et trouver
X,¥)—(X0,)0
1> 0 qui dépend en général de € et du point (xo,yo) € R?. Les données dans ce probleme sont

et (xo,y0), l'inconnue c'estn.

2— Pour démontrer que ( )lirF f(x,y) =1, on peut utiliser la distance dy ou bien d[;Z
X,y)—(X0,)o0
car Les distances sont équivalentes.

Exemple 3.8 .
1- Soir C € R une constante quelconque et (xo,yo) € R?. Considérons f : R* — R définie par

f(xy)=C.

Démontrons en utilisant la définition de la limite, que

lim x,v)=C.
(X'J/)—'(xo'yo)f( y)

Soit € > 0 quelconque. Trouvonsn > 0 tel que

V(5y), 0<y\/@-20%+(y-y) <n = If (x))-Cl<e.
PuisqueN (x,y) eR?: f(x,y)=C, alors
V(xy)eR?® |f(xy)-Cl=IC-Cl=0<e.

On peut prendre n'‘importe queln; il conviendrait. Par exemplen = € oun = 3.
2— Soit A,B € R deux constantes. Considérons f :R?> — R définie par

f(x,y)=Ax+By.
Démontrons en utilisant la définition de la limite, que

lim  f(x,y) = Axo+ Byo.
(%,y) = (x0,y0)

Nous allons utiliser dans cet exercice la distance d[;z. Soite > 0 quelconque. Trouvonsn >0
tel que

V(x,y), silx—xol<netly—yol<n = If(x,y)- (Axo+Byo)l <e.

Remarquons que
|f (x,¥) = Axo + Byol = |Ax + By — (Axo + Byo)| = | A(x — x0) + B (y = yo)| < | All(x = x0)|+| Bl (¥ = y0)!.
Par conséquent, si|x — xol <n et|y — yol <n, alors

|Ax+ By —(Axo+ Byo)l < (|Al+|B)7.
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Maintenant comment choisir ) en fonction de €, de A et B, on peut voir que l'on peut

choisirn tel que
€

(IAl+|Bl)n = € ou encoren = ————.
7 1= A+ 1B
Donc
lim  f(x,y) = Axo+ By.
(%)= (x0,0)
Ne pas confondre limite suivant une direction et limite

Si ( )lir? : f (x,y) = 1 existe. Par définition lorsque (x,y) tend vers (xo,y0) de maniere
xX,Y)—(X0,)0
totalement arbitraire alors f (x,y) tend toujours vers le méme nombre I.

Que veut dire (x,y) tend vers (xo,y,) de maniére totalement arbitraire?
Contrairement a la droite réelle R, ot le point x € R a seulement deux manieres de tendre
vers le point xy, a gauche lim f (x) ou a droite lim f (x),, et on sait que si ces deux limites sont
X—Xo X7 X0
< >

distinctes alors la limite nexiste pas.

d BN drilde

——

0 1< KAL) L& droide B

F1G. 3.6 — La limite en un point sur R.

Dans le cas du plan R?, il existe une infinité de fagons de tendre vers le point (x0,0)- On
peut tendre vers (xo,Yo) suivant une droite ou bien un cercle ou bien une parabole, ou suivant
une courbe quelconque.
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FIG. 3.7 - La limite en un point sur R?.

Dapns ce cas, on peut procéder de la maniére suivante:
1- On commence par un changement de variables :

I=x—Xxg, S=y— alors lim x,y)= lim F(ts) avecF(t,s) = f(t+ xo,5+ .
0, S=Y=Jo i floy)= | Jim F @) (1,8) = f (4 30,5+ yo)

2— On vérifie si I'égalité suivante est vraie:

il 1,9 = i im 1)

« Si elle nest pas vérifiée on arréte et on dit que:

lim F(t,s)=2= 1l y) =2
(t,s)llr(lo,m (1:9) (x,y)irgco,yo)f(x y)

« Si elle est vérifiée alors tous ce qu'on peut dire est que cette limite commune qu'on notera
L est une limite éventuelle

lim (limF (t,s)) =lim (limF (t,s)) =L
t—0\s—0 s—0\t—0
3— Pour montrer Uexistence de la limite on doit trouver une majoration de la forme:

0<|F(t,s)—LI=p(t,s) avec lim p(t,s) =0.
(£,5)—(0,0)

Comment démontrer que la limite d’une fonction de deux variables wexiste pas
Considérons l'implication suivante

{ lim F(t,s):L} = VmeR: lim F(ts)=L
(t,8)—(0,0) (£,8)—(0,0)
s=mt
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Notons (P) et (Q) les deux propositions suivantes :

(P): { lim F(ts) = L}.

(t,5)—(0,0)

(Q):VYmeR: lim F(t,s)=L
(£,5)—(0,0)

s=mt

On a bien sur (P) = (Q) or ceci est équivalent a non(Q) = non(P).

Remarque 3.3 On pourrait choisir d'autres directions qui ne sont pas nécessairement des
droites.

Résumeé:
* Pour démontrer que( %irr(l0 0)F (t,5) Wexiste pas, il suffit de trouver my,my € R, my # my
t,8)—(0,
tel que
lim F(t,s)=L;, lim F(ts) =Ly, aveclL, # L,.
(£,5)—(0,0) (t,5)—(0,0)
s=myt s=mpt

x Sinon il faut voir avec l'un des chemins suivants pour montrer Uinexistence de la limite

Iim F(t,s)#L
(¢,8)—(0,0)
s=t

lim F(t,s)#L
(t,5)—(0,0)
) s=mt ) = lim F(t,s) =2
lim F(¢,s) = dépend que de m ( (£,5)—(0,0) (£,9) =2
(t,8)—(0,0)
s=mt

Iim F(¢t,s)#L
(¢,8)—(0,0)
s=tm

* On peut avec les coordonnées polaires confirmer Uexistence ou Uinexistence de la limite,
en procédant comme suit:
t=rcosf, s=rsinf alors ( lin(l0 0 |F(t,8)—L|= lin% |F (rcosf,rsinf) —L|.
r—

,$)— (U,

OeR

a) Si |F(rcosO,rsinf)—L| < NB(r) ~ 0 avec N > 0 et 3 une fonction définie et bornée
r—
surR alors lirr(l) |F (rcos@,rsinf) — L| = 0 et par conséquent:
r—

OeR

lim F(ts) =L.
(t,5)—(0,0)

b) Si liII(l) |F (r cos®,rsinf) — L| dépend que de 0 alors
I —

OeR

lim F(t,s)=2.
(£,5)—(0,0)
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Exemple 3.9 .
1— Montrer que  lim z L Wexiste pas
() -0
x— x x— -

lim (lim y) =lim—=1, lim (lim y) =lim— =-1.
x—=0\y—0x+y x—0x y—=0\x—0x+y y=0y

D lim | lim <2 | # 1 (1 —) lim XY

onc comme lim (ylm - y) # lim |lim 7|, alors (x‘y)n_n)(o'o) =y Nexiste pas.

O

2— Montrer que  lim 2y
(%) ~00 +y

On a d’'une part que:

2 2
lim (hm%) =lim (hmzx—y)
x—0\y—0x“+y y—0\x—0Xx +y

D’autre part comme
2|xyl < x*+y%, V(x,y) eR%

alors
2

X 1 1
Y <<, V(x,y)eR? avec lim —|x|=

0<|———l|<
|x2+y2| 2 (x,y)—(0,0)2

2
Donc lim o2 =
(©)) - 00"+
2_ 1,2
3— Montrer que lim =¥ nexiste pas
()= 0.0+

2 .2 2
— — 1 —
lim xX“—y . x? (mx)

2 m 2" 2"
(©),=,, 00 %+ y? (x 1), 5,00 x?+(mx)* 1+m

2_ .2 .
comme la limite dépend que de m, alors lim =% nexiste pas.
(%.9) =00 %+

i . nexiste pas

4— Montrer que lim Z7

(x,y)—(0,0)

lim x_y2 _0 =FElI.
(xy)—00xX>+y* 0

2 2
X X
lim (hm 5 Y 4) = lim (hm%) =0.
x—0\y—0x +y y—=0\x—0x“+ y
. xy? . x (mx)? , m2x
lim P m o d TS =
(03), 5, QO X=+ Y™ (xy) o 00X+ (mx)* x—01+m*x
2 2
. X . X 1
lim ZL lim =z
(xy) (00)x +yt (x,y) —,00X + X 2
y

=X
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2

Donc lim f{ T n'existe pas.
(xy)—=00* ™Y
. 3 s , .

5— Calculer lim % en utilisant les coordonnées polaires

(xy)—0,0* Y

x=rcosf, y=rsin6.
3 3 03
. r°cos”0 )
lim ——— = 1m0—2 = hmor cos®0 =0 car |cos® 0] < 1.
(x,y)— 00X+ Yy I‘vg—éR r rve_éR

6— Calculer lim #yyz en utilisant les coordonnées polaires
(x,y)—(0,0)

x=rcosf, y=rsin6.

2 .
. X . rccosfsinf . . L )
lim z—yz = hmo—2 = lim cos@sin® la limite dépend que de0.
(xy)= 0,0 X" +y rve_éne r rVH_éR
Donc (= yl)im(o 0 x;:yyz n'existe pas.

Remarque 3.4 Faite attention dans l'utilisation des coordonnées polaires, si on abouti a une
limite comme:

limof(r cosf,rsinf) = limog (r).5(0) avec lirr(l)g (r) =0 et B(0) une fonction non bornée.
r — r — r—
VOeR VOeR

On ne peut pas écrire:

lim f(rcos8,rsinf) =0.
rVEE)RO

2

Exemple 3.10 Montrer que lim y; n'existe pas.
(x,y)—(0,0)
2 2 cin2
. rcsin“6
lim Y _ hmo—g #0.
(x,y)—(0,0) X Tl C€OS
s02
Car “’C‘gsg n'est pas bornée

sin®0

| — oo.
cost 92
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3.3 Continuité des fonctions de deux variables

Définition 3.14 (Continuité en un point et continuité surR?)

e Soit f : R? — R. f est dite continue au point (x0,)0), si les trois conditions a), b) et ¢) sont
vérifiées

a) f est définie au point (xo,yy) .

b) lim X,V) existe.
(X'J/)—’(xo'yo)f ( y)

o) lim  f(xy)=f(x00)-
(x,y)—(x0,¥0)

e On dit que f est continue surR? si elle est continue en tout point de R?.

Exemple 3.11 .
1- Considérons la fonction f :R?> — R définie par

2_2
flay)-| 55 5 2100
' 0 si(xy)=00,0)

Le point a) est vérifié. Par contre le point b) nest pas satisfait. En effet, d'apres l'exemple

précédent, on a montré que ( l)im f (x,y) nexiste pas. Donc f n'est pas continue au point
x,y)—(0,0)
0,0).

2— Considérons la fonction f : R? — R définie par

[ x*+2y si (xy)#Q,2)
f (%) _{ 5 si(xy)=01,2)

Les points a), b) et ¢) sont vérifiés. Donc f est continue au point (1,2).

Opérations sur les fonctions continues

Soient f et g deux fonctions définies et continues R?, alors:
* Les fonctions f + g sont continues surR?,

* La fonction f - g est continue sur R?.

* La fonction Af (A €R) est continue surR?.

* Si g #0 surR?> = la fonction g est continue surR?,

3.4 Dérivées partielles

Rappelons que V, (x0,¥0) est le disque ouvert de centre (xo,yo) et de rayonn, c'est a dire

Vo (50.30) = { (v) B2 (e— 32+ (y-30)° <2}
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3.4.1 Dérivées partielles d’ordre un d’'une fonction de deux variables en
un point (xg, o).

Définition 3.15 Soit f : V;, (x0,y0) — R. On dit que f admet une dérivée partielle par rapport
a x au point (xo,)o) et on la note % (x0,)0), si la limite suivante existe
of F(x.30) = f (x0,0) I f (%0 + h,y0) = f (x0,30)

— (x0,V0) = lim = lim .
ax( '¥0) X—Xo X — Xo h=0 h

On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a y au point (xo,yo) et on la note
% (x0,0), si la limite suivante existe

) ’ ) k) - ,
ﬂ(xo,yo) = lim f (%o y)_f(xo ¥o0) =limf(x0 yo+k) - f (x0 yo).
oy y=yo Yy—=JYo k—0 k
Exemple 3.12 .

1— Considérons la fonction f : R? — R définie par
f(xy)=2x*-xy+y~

et (x0,y0) € R? quelconque. Calculez en utilisant la définition % (x0,30) et % (x0,30).-
Par définitionona:

of . flxthy) - f(xoy) . 200+ (x+h)yo+ (y0)* - (2x5 = xoy0 + ¥5)
ax (ov0) = lim 7 = jim 7
0 h(2h+4xy—
%(Xo,yo) = }}E}) ( h . yo) =40 — Yo-
Et
6f _ . f(xo,yo + k) - f(xo,yo) L 2 (JCO)Z — X (y() + IC) + (yo + IC)Z - (ng —Xo)Yo+ yg)
5y Toyo) = fim k =i X
0 k(ik+2y,—x
6—f (x0,y0) = }E&% =20 — Xo.

2— Considérons la fonction f : R> — R définie par

Xy .
_ ] =y si(xy)#£00),
f(x,J’) { 0 si (x,y) = (0,0).

Calculez en utilisant la définition % (0,0) et % (0,0).
Par définitionon a:
0 h,0) - £ (0,0 0-0
f m f (h,0)— £(0,0)

T i Y i

)

)
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et

6 ) - ) -
o (0,0 = lim L @O -SOO _ . 0-0_,
oy k—0 k k-0 k

Donc f admet des dérivées partielles d’ordre un en (0,0) .

Remarque 3.5 1— Une fonction qui admet des dérivées partielles d’ordre un au point (xo, yo)
nest pas forcément une fonction continue au point (xo,yo).

2— Une fonction continue au point (xo,y0) n'implique pas en général l'existence des
dérivées partielles d'ordre un au point (xo, o) -

Il suffit de considéré 'exemple suivant:

F ()= Zip Si(xy) #0,0),
o 0  si(xy)=(00.

qui n'est pas continue en (0,0), mais qui admet des dérivées partielles en (0,0).

3.4.2 Lafonction dérivée partielle

Supposons qu'on a une fonction de deux variables définie sur un ensemble D < R?, D étant
un sous ensemble de R?

f:D—-R.

Si % (x0,0) existe pour tout (xo,y0) € D, alors on peut définir une fonction de deux
variables définie sur D et a valeurs réelles de la facon suivante:

of
—:D—-R
0x

of
xy) — == (xy).
() = 5= ()
Si % (x0,y0) existe pour tout (xo,y0) € D, alors on peut définir une fonction de deux
variables définie sur D et a valeurs réelles de la facon suivante:

0
—f:D—>[R{

ay

(xy)— % (x.y).



58 Chapitre 3. Fonctions de deux variables

3.4.3 Dérivées partielles d’ordre deux

Soit f : D c R?> — R une fonction a deux variables dont les dérivées partielles %, % existent
et admettent a leurs tour des dérivées partielles:

o’ f of o’ f 0 (0f
axz ax(ax) ayax:@(a)'
v = wla)  Hnla)

Ces dérivées partielles sont appelées les dérivées partielles d’ordre 2 de f, ce qui nous
permet de définir la matrice (2 x 2) dite matrice Hessienne, notée Hy et définie par :

0% 02
%(x’y) ay({x (x’y)

Hf (x’y) = 02f azf .
0xdy (x’y) 22 (x’y)

Définition 3.16 Soit f : V) (xo,y0) — R. Par définition, on a

af

*f . e (X0t hyo) - (xo,yo)
) 5 (X0,70) = 1111}) A ,
62f . (xo,yo + ) a—f (xo,yo)
dydx (xo.y0) = }cm(lJ k ’
2 f (10,50) = lim &L (w0 + 11,y0) = 55 (x0,30)
0x0y 0Jo) = h ’
0% f &L (0,0 + k) = 5L (x0,30)
— (xo,yo) = hm )
dy? —0 k

Exemple 3.13 Considérons la fonction f :R?> — R définie par :
fxy)=xy+e?,
Calculez fy, f, frer Fyys Frys o

, af(

: 0
fe=35 xy) =3x2y +y2e*, fy=£(x,y)=x3+2xyexy

v 0°f

2
2
fax= 577 (0)) = 6xy+y'e”, f,,= f(

x,y) = (2x +4x*y?) e*V

1" 62f 2 3 2 " 2f 2 3
Joy = G5y (0¥) =35+ Ry+2xy") e, fye= g (6y) =307+ (2y +2xy7) €
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Remarque 3.6 Remarquons que dans cet exemple on a

*f O’ f
(x.y) =
0ydx 0x0y

(x,y), V(xy)eR?

Ceci n'est pas toujours vrai. Avec des conditions sur la fonction f (x,y), cela devient vraie.

Théoréeme 3.1 Soit f : R> — R, une fonction de deux variables. On suppose qu'il existe un
voisinage V, (xo, yo) du point (xo, yo) tel que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

2 2
1- ;y_a]; (x,y) et ;;gy (x,y) existent pour tout (x,y) € Vy (x0,)0) .-

2— Les fonctions aa;gx (x,y) et aajgy (x,y) sont continues en tout point (x,y) € Vy (xo,¥0) -
Alorsona &2 27
dydx (x.y) = 0xdy (x:3)-

3.5 Fonctions différentiables
Lexistence des dérivées partielles % (x0,0) et % (x0,y0) West pas la notion qui remplace la
notion de dérivabilité qu'on a défini pour les fonctions d'une variable f : R — R.

3.5.1 Définition des fonctions différentiables. Cas des fonctions d’'une
seule variable réelle

Définition 3.17 Soit f:R — R et xo € R. f est dite (dérivable) différentiable au point xy si par
définition, il existe une constante A € R, une fonction € : R — R telle que:

f(xo+h)= f(x0) + Ah+ he(h) avec }zin(l)e (h)=0.

3.5.2 Définition des fonctions différentiables. Cas des fonctions de deux
variables réelles

Définition 3.18 Soit f : R*— R et (xo,0) € R. f est dite différentiable au point (xo,yo) si par
définition, il existe deux constantes A,B € R, deux fonctions e, : R*>— R, €5 : R>— R
telles que:

f(x0+hyo+k) = f(x0,y0)+Ah+Bk+hey (h,k)+ke, (h,k) avec (h,kl)lgl(O,O)El (h,k)=0 et(hykl)l_r%,o)ag (h,k) =0.

Définition 3.19 Soit f :R*>— R et (x0,0) € R2. f est dite différentiable au point (x0,y0) si par
définition, il existe deux constantes A,B € R, une fonction € : R>— R, telle que:

f(xo+ hyo+ ) = f (x0,y0) + Al + Bk+ Vh2 + k2 (k) avec | lim e (k) =0.
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Exemple 3.14 Considérons la fonction f : R>— R définie par :

f(xy)=2x+3y.

Montrez que la fonction f est différentiable en tout point (xo, o) € R?,
D’apreés la définition précédente, il faut montrer qu'il existe deux constantes A,B € R, deux
fonctions €1 : R>— R, €5 : R>— R telles que:

f (x0+ h,yo + k)—f (x0,y0) = Ah+Bk+hey (h,k)+kes (h,k) avec (h,kl)lir%0,0)gl (h,k)=0et (h,kl)lir%0,0)gz (h,k) =0.

Ona

f(xo + h,yo + k) —f(XQ,yo) 2(xp+ h) +3(y0 + IC) —2Xp —3y0,

2h+3k.

Donc f est différentiable en prenant

A=2,B=3,¢e1(hk)=0,e2(hk)=0.

3.5.3 Relation entre fonction différentiable et existence des dérivées
partielles d’ordre un

Théoreme 3.2 Soit f : Vy(x0,¥0) — R, différentiable au point (xo,y0). Alors %(xo,yo) et

% (x0,0) existent et on a

0 0
f(X() + h,y() + ]C) = f(JC(),y()) + é (X(),y()) h+ é (X(),y()) k+ hey (h,k) + keo (h,k)
avec lim e (hk) = Oet lim &y(hk)=0.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

Preuve. [ est différentiable au point (xo,yo). Donc par définition, on a

f(xo + h,y() + ]C) —f(xo,yo) Ah+ Bk + hEl (h,k) + kEg (h,k)

avec lim &, (h,k) Oet lim &,(hk)=0.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

a) Prenons k=0 on aura

f (%0 + h,y0) = f (x0,50) = Ah + hey (h,k) avec  lim )51 (h,k) =0.

|
(h,k)—(0,0

En divisant par h, on obtient

£ (x0+ h,y0) = f (x0,30)
h

=A+¢€1(hk) avec lim &;(hk)=0.
(h,k)—(0,0)
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Par conséquent
lim I (x0+ 1byo) =  (%0,70) =A.
h—0 h
Or par définition
[ (xo+h,y)— f(x0,50) _of
b h " ox (x0.30)
Donc
0
é (X(),y()) = A.

b) Prenons h =0 on aura

f (x0,50+ k) = f (x0,y0) = Bk + kez (h,k) avec (h,kl)lir%0,0)gz (h,k) =0.

En divisant par h, on obtient

) + k - )
f(xo Yo ) f(xo yo) =B+é&y(h,k) avec lim &5 (h,k)=0.
k (h,k)—(0,0)

Par conséquent
) + k - )
limf(xo Yo+ k) = f (x0,y0) _B
k—0 k
Or par définition
[ (x0,y0+ k)= f(x0,30) 0f
| =—(x0,Y0)-
= k 5y 0%0)
Donc
of
— (x0,Y0) = B.
6y (XO J’O)
Finalement
of of
f(xo + h,y() + ]C) = f(xo,yo) + a (xo,yo) h+ E (X(),y()) k+ heq (h,k) + ke, (h,k)
avec lim e (hk) = Oet lim &,(hk)=0.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

3.5.4 Relation entre différentiabilité et continuité

Théoréme 3.3 Soit f : Vy (x0,y0) — R, différentiable au point (xo,yo). Alors f est continue au
point (xo,¥0).



62 Chapitre 3. Fonctions de deux variables

Preuwe. f est différentiable au point (xo,yo). Donc par définition, on a

f(xo + h,y() + ]C) —f(xo,yo) Ah+ Bk + h81 (h,k) + kEg (h,k)

avec lim &1(h,k) Oet lim e&5(hk)=0.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

Posons
X=Xxg+h = h=x-xp.
Yy=yot+k = k=y-y.
(h,k) = (0,0) < (x,y) — (%0, ¥0) -

Avec ces changements de variables, on a

flxy) = f(x0.y0)+AGx—x0)+B(y = yo) + (x = x0) €1 ((x = x0), (¥ = o))
+(y—y0)£2((x—xo):(y_y0))

avec  lim &1 ((x—x0),(y—w))=0er lim & ((x—x0),(y—))=0.
(x.y)—(x0.0) (x.y)—(x0.0)

Remarquons que lorsque (x,y) — (xo0,y0), alors ona
A(x—=x0)— 0, B(y—y0)—0.

(x—xo) €1 ((x = x0), (¥ = ¥0)) = 0, (¥ = yo) €2 ((x = x0), (¥ = y0)) — 0.
Par conséquent

lim  f(xy)=f(x0Y0)-
()= (x0,y0)

Donc f est continue au point (xo,yo) . |

3.6 Notion de différentielle

Notons par

0 0
Af(xo,yo) (h,k) = f(xo + h,y() + k) - f(.X(),y()) = é (X(),y()) h+ é (X(),y()) k+ hey (h,k) + keo (h,k)

avec lim e (hk) = 0Oet lim &,(hk)=0.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

Si on fait un petit accroissement h de la variable x qu'on note dx et un petit accroissement
k de la variable y, qu'on note dy; alors les quantités he, (h,k) et ke, (h, k) seraient négligeables
et on obtient une approximation facile a calculer de A f(y, ) (h,k) qui sera

0 0
Af(xoyJ/o) (h,k) = a—f: (JC(),y()) h+ % (.X(),y()) k.
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Notons d f(y, ,,) (h,k) Uexpression suivante

0 0
df(xo,yo) (h,k) = % (xo,yo) h+ % (X(),y()) k.

Alors

Af(xgy0) ) = A [, 0) (1K) -
Définition 3.20 Soit f une fonction admettant des dérivées partielles % (x0,y0) et % (%0, 0)

au point (xo,yo) . La fonction df(y, ,,) : R* — R définie par

of of
V (hk) €R?, df(y, ) (h,K) = 3 (x0,y0) I + ay (x0,70) k.

sappelle différentielle de f au point (xo,yo).
Exemple 3.15 Considérons la fonction f : R> — R définie par
f(xy)=2*y-3y.

Soit (xo,y0) € R? et (h,k) € R%.
1) Montrer que f est différentiable en tout point (xo,y,) € R?.

((xo+ 1) (yo+ k) =3 (yo + k)) — x5 o + 30,
xéyo + kxg + 2hx0y0 + th.X'() + h2y0 + hzk— 3y0 —-3k- xgyo + 3y0,
(2x030) B+ (x5 —3) k+ h (hyo + hk) + k 2hxo) .

f (X0 + h,yo + k) = f (x0,%0)

Si on pose
A=(2x0y0), B= (x5 -3), &1 (h,k) = (hyo + hk), &2 (h,k) = 2hxp).
Alorson a

lim e (hk)= lim (hyo+hk)=0, lim e hk)= lim (2hxy) =0.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

Par conséquent, on peut écrire
f(x0+hyo+k)=f(x0,y0) + Ah+ Bk + hey (h,k) + ke (h,k)

avec lim e (hk)=0et lim &5(hk)=0.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

Ceci est exactement la définition de la différentiabilité de f au point (xo,y0) : On peut
vérifier par un calcul direct que
of

0
A= (so0) = (o), B= 3L (ro0) = (+5-3).
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2) Calculer Af(y, ) (0,K).

A fixg,y0) (1K) f(x0+h,yo+ k)= f (x0,0)

(2x0y0) B+ (x5 —3) k+ h (hyo + hk) + k 2hxo).

3) Calculer d f(y, y,) (h,k).
D'apres la définition de la différentielle, on a

of of
A flxo,ye) (WE) = a(xo,yo)h+a(x0,yo)k,

= (2x0y0) h+ (x5 —3) k.

3.7 Propriétés des fonctions de deux variables de classe C' ou
C2

3.7.1 Fonctions de deux variables de classe C! ou C?

Rappel :

Nous allons généraliser la notion d’intervalle ouvert a R?. Soit a,b[ un intervalle ouvert
dans R. Remarquons que si xo € la,b[, alors il existe un intervalle ouvert de centre x et de
rayon

r>0:1,=]xg—rxo+r[ telque I, ]la,bl.

La méme définition reste valable dans R?, en remplacant I, par un disque ouvert D, de
centre (xo,yo) et rayonr :

Dy (x0,y0) = {(xo,yo) eR*: (x-x0)% +(y-y0)° < rz},
alors on obtient la définition suivante:

Définition 3.21 SoitU < R?, on dit que U est un ensemble ouvert si pour tout point (xo,¥o) €
U, il existe un disque ouvert de centre (xo,yo) et rayonr >0 tel que

Dy (x0,y0) < U.

Définition 3.22 (Fonction de classe C' ou C?)
Soit U c R? un ensemble ouvertet f : U — R.
1- On dit que f est de classe C' dans U et on note f € C' (U) si

* % (x,5) et% (x,y) existent en tout point (x,y) € U.
O (o) et

5z (0,)) et 55 (x,y) sont continues en tout point (x,y) € U.
2— On dit que f est de classe C? dans U et on note f € C? (U) si

* Toutes les dérivées partielles d'ordre 2 de f existent en tout point (x,y) € U.

ef °f °f 0f
0x%’ 0y2’ 0xdy’ 0ydx

sont continues en tout point (x,y) € U.
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Exemple 3.16 Considérons la fonction f :R?> — R définie par :
flry)=x+y°.

1) Montrer que f € C (R?).
of

Puisque f est un polynéme de deux variables, alors 5= (x,y) et of (

3y (x.y) existent en tout
point (x,y) € R?

of _a.2 9f a2
ox (x,y)—?)x ) ay (x,y)—?)y .
Les fonctions 3 (x,y) et % (x,y) sont continues en tout point (x,y) € R?, Donc f est de

classe C! dans R?.
2) Montrer que f € C*(R?).

Puisque % (x,y) et % (x,y) sont des polynomes, alors At i M i

9x2’ 0y27 axay ayax existent en tout

point (x,y) € R?
Ona

0 f 0 f 0*f 0*f
W(X»J’)— 6y2( J’) GY»axay(er’)—O»m(W)—o

Les fonctions gx]; (xy).3 62f 7 (x, y)

R?, Donc f est de classe C? dans R2.

(x,y) ’;;_a]; (x,y) sont continues en tout point (x,y) €

Remarque 3.7 Dans l'exemple précédent, on a

o’ f o’ f
axay (x’y) - ayax (x'y) .

Ceci est vrai pour les fonctions de classe C?.

Théoréme 3.4 Soit f: U — R telle que f est de classe C? dans U. Alors

f f
axay (x’y) - 6yax (x'y)’ V(x'y) €eu

3.7.2 Dérivées partielles des fonctions composées
3.7.2.1 Fonctions composées de type 1

Considérons trois fonctions de deux variables f; g et h suivantes:

iR SR,

(x.y) = f(xy)==2
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g:[Riz—»[R,
(r,s) — g(r,s) =x.
h:R> >R,

(r,8) = h(r,s) =Y.

Considérons maintenant une fonction composée de deux variables définie de la facon
suivante:

f(xy)=f(gr,s),h(rs))=F(rs) oig(rs) =xeth(rs) =y.
On a finalement
F:R>-R>>R,
(r,8) — (g(r,9),h(r,8) — f (g (r,8),h(1,8)) = F(1,s).

Exemple 3.17 Considérons trois fonctions de deux variables f; g et h suivantes :

f:R> >R,

2

mn~fmn=7.

g R >R,

(r,s) — g(r,0) =rsin(@) = x.

h:R®> >R,

(r,s) = h(r,0) =rcos(0) = y.
Calculez f (g (r,0),h(r,0)) = F (1,0).

r2sin? ()

F(r,0) = f(rsin(0),rcos(0)) = 05 0)

=rtan(@)sin(6).
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3.7.2.2 Fonctions composées de type 2

Considérons les 3 fonctions f; g et h suivantes:

f:R? >R,

g:R—-R,
r—g(r)=x.

h:R—R,
t—h()=y.

Considérons maintenant une fonction composée de deux variables définie de la facon
suivante:

f(xy)=f(g®,h(®)=F@) oug(t)=xeth(t)=y.

On a finalement
F:R—R*—R,

t—(g@®,h(®)— f(g®),h(®)=F ().

Exemple 3.18 Considérons trois fonctions de deux variables f; g et h suivantes :

R’ >R,

(x,y) = f(x,y) = x* + y* + 2xy.
g:R—-R,

t— g () =cos(t) =x.
h:R—R,

t— h(t)=sin(f) =y.
Calculez F (t).

F () = f(cos(t),sin (£)) = cos? () +sin? (1) + 2cos (£) sin () = 1 +2cos (£) sin (1).
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3.7.2.3 Dérivées partielles des fonctions composées du type 1

Considérons la fonction
F:R*—R*—R,
(r,s) = (g(r,s),h(r,9)) — f(g(r,s),h(r,8)) = F(1,s).

Alors

OF _ofox ofdy_0dfdg df oh

or 0xor Odyodr oxor dyor’

OF _0f0x 0fdy _ofog of oh

ds 0xds O0yds 0xds 0yods

Exemple 3.19 Considérons la fonction
F:R* —R*—R,

(r,8) — (8(r,9),h(1,8) — f (g (1,8),h(1,9)) = F(1,s),

avec
2
f(xy) = 5 x=g(r0) =rsin(@, y=h(r0) =rcos(@).
Calculez de deux fagons différentes g—f, g—g.
Premiere méthode :

O0F O0F
F(r,0) = rtan(6)sin (6), 5, = tan (0)sin (), 5g = tan (0) cos (@) + r (1 +tan® (9))sin (6).
Deuxieme méthode :

OF dfdx Ofdy

or _ 9s oy _ . _ 2 _ .
3~ 3xdr +6y EP 2tan (0) sin () —tan“ (0) cos (0) = tan (0) sin ().

oF _ofox of oy

_ .
90 4x00 dy a6 = 2rtan (0) cos (0) + r tan” (9) sin (9) .

3.7.2.4 Dérivées partielles des fonctions composées du type 2

Considérons les 3 fonctions f; g et h suivantes:

R >R,
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r—g()=x.
h:R—-R,
t—h(t)=y.

Considérons maintenant une fonction composée de deux variables définie de la facon
suivante:
f(xy)=f(g®),h()=F(t) oitg()=xeth(t)=y.

On a finalement
F:R—R> >R,
t—(g®,h@®)— f(g®,h(®)=F().

Alors
dF_6fdx+6fdy_6fdg+6fdh

dt odxdt dydt oxdr Odydt

Exemple 3.20 Considérons la fonction suivante
F:R—R*—R,

t—(g@®,h(®)— f(g®),h(®)=F ().

avec
f(xy)=F@® =x*+y*+2xy, x=g(t)=cos(t), y=h(t)=sin(t).

Calculez de deux facons différentes %.
Premiere méthode :

f(g(®,h(D)=F(t) = cos®(t) +sin® () + 2cos () sin (£) = 1 +2cos (¢) sin (7).

ar _ —2sin? (1) + 2 cos? (1)
dr '

Deuxieme méthode :

d—F = 6—fﬂ + %ﬂ = —(2cos (1) +2sin(£))sin(¢) + (2cos(t) +2sin(£)) cos(t)
dt oxdt dydt '

dF ) .2 2 .
Ez—Zcos(t)sm(t)—Zsm (£) +2cos“(t) +2cos(t)sin (1),

ar _ —2sin? (1) + 2 cos? (1)
dr '
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3.8 Formule de Taylor pour les fonctions a deux variables

Nous avons défini les dérivées partielles d’ordre 2, ceci nous permet de définir les dérivées
partielles d’ordre 3 et ainsi de suite jusqu'a l'ordre n. On procede comme suit:

03f_ 0 (0°f 63f_ 0 (0°f
P e Al
3f 0 o f 3f 0 o f
0xdy?  Ox (a_yZ) 0yox? 0y (@)
Si on a les dérivées partielles d'ordre (n— 1), alors les dérivées partielles d’ordre n seront
définis et calculés de la méme maniere suivante:

If 0 (a"-lf), "f 0 (6”‘1f)m

ox"  ax\ox"1) ayr  aylayr!

Notations :

D, (x0,¥0) = {(x,y) eR?: (x—x0)2+(y-y0)° < rz}.

Dy (xo,y0) = {(X»J/) eR: (x—x0)2+(y-y0)° < rz}.

a 0 _ . of of
(ha + k@) f(xo;J/O) - hax (xO;J/O) + kay (xo’yo) :

a 02 2 f 0*f 20°f
(ha+ka—y) f(x0,y0) =h @(xo»yo)Jthkaxay (x0,0) + K 6—y2(xo,yo).

o 0y 30°f 2, 0f ) O°f S0f
(ha + k@) f(XOryO) =h 013 (xO’y0)+3h kaxzay (xo'y0)+3hk 0x0y> (XO,y0)+IC ay3 (XOrJ/O
0 0 " 0 anf 1 -1 " 6nf
(ha‘Fka) f(xO,J’O) :Cnhnaxn (XO,J’O)"'Cnhn kaxn—lay (XO,y0)+...+C::knayn (XOryO)'

Avec ces notations, on a le théoreme de Taylor suivant

Théoreme 3.5 (Formule de Taylor d’ordre n)
Considérons une fonction de deux variables f(x,y) admettant les propriétés suivantes:
1) f(x,y) posséde des dérivées partielles d’ordre n, continues dans D, (xo,ys) -
2) f(x,y) posséde des dérivées partielles d’ordre (n+ 1) dans D, (xo, o) -
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Alorsona

2
f(JC() + h,y() + k) = f(xo,yo) + (hi + ki) f(X(),y()) + i (h% + k%) f(X(),y())

ox Oy 2!
1( 0 a\3 1(, 0 a\"
+—|h—+k— Jo)+eet—|h—+k— ,Yo) + Ry,
avec
1 0 o n+1
R, = — — . ; 1.
. (n+1)!(h0x+k6y) f(x0+6hyy+60k); 0<0<
et
lim R,=0
(h,k)—(0,0)

Théoreme 3.6 (Formule de Taylor d’ordre 2)
Considérons une fonction de deux variables f(x,y) admettant les propriétés suivantes:
1) f(x,y) posséde des dérivées partielles d’ordre 2, continues dans Dy (xo,)o) .
2) f(x,y) posséde des dérivées partielles d’ordre 3 dans Dy (xo,Yo) -

Alorsona
f(xo + h,yo + k) = f(XQ,yo) + (hi + ki) f (.X(),y()) + l (hi + ki)zf (xo,yo) + Ry,
0x 0y 21\ ox Oy
avec
R, = L (h 9 +k 9 )3f(x +0h +0k)' 0<0<1
2 = 3! ax ay 0 » YO ) )
et
Ry
li Ry,=0et 1l ——=0.
(h,k)lLI%O,O) 2 ¢ (h,k)l—IRO,O) h2 + k2
Exemple 3.21 .

1- Le développement de Taylor a l'ordre 2 au voisinage de (1,0) de la fonction f(x,y) =
x?y + y? est donné par:

f(xy) :y+2(x—1)y+y2+o(||(x—1,y)||2).

2— Le développement de Taylor a l'ordre 2 au voisinage de (0,0) de la fonction f(x,y) =
e*siny est donné par:

fxy)=y+xy+ %xzw o(l(xy)I?)-
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3.9 Optimisation et points critiques

Définition 3.23 Soit f une fonction deR? dansR et (%,7) € R?
e On dit que (%,)) est une solution minimale (resp.maximale) locale, s'il existe un disque
ouvert D, (%,9) de centre (%,7) et rayonr > 0 tel que

¥(xy)eDr(£9), fxy)=f(25) (f(xy)=<f(%7).

» On dit que (%,9) est une solution minimale (resp.maximale) globale sur R? si

v(oy)eR, flxy)zf(23) (flxy)=f(%5).
* On dit que (%,7) est une solution minimale (resp.maximale) locale stricte, s'il existe un
disque ouvert D, (%,7) de centre (%,7) et rayon r > 0 tel que

V(xy)eDr(£7), (xy) #(%3), flxy)>F(27) (f(xy)<f(%5).

Exemple 3.22 .
1- La fonction f (x,y) = x% + y? admet un minimum global en (0,0) car

V(x,y)eR?, ¥*+y*=0=f(0,0).

2— La fonction f (x,y) = /1 — x* — y*> admet un maximum global en (0,0) car

Y(x,y) €Dy, \/1-x2—y*<1=f(0,0).

Définition 3.24 (Condition nécessaire)
(2,9) sappelle point stationnaire de f ou point critique si on a:

{ (%.7)

y (X,y)
Exemple 3.23 Trouvez tous les points stationnaires de f : R*> — R

=
<
1]

)

|Q)Q)|Q)
=1~

0
0

Q)

fxy)=x*+)y~

%(fc,ﬁ)sz:O - { x=0
3y (B9)=2y=0 y=0

Donc f admet un seul point stationnaire (0,0).

Proposition 3.1 Si [ admet un extremum local en (%,3) alors (%,7) est un point critique de f.
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Exemple 3.24 Lafonction f (x,y) = x>+ y3+x+y—2 n'admet pas d’extremums car elle n'admet
pas de points critiques.

{ U (3,9)=3x>+1=0
qui est un systeme sans solution.
Remarque 3.8 La condition donnée ci-dessus west pas suffisante, car les points critiques ne

sont pas forcément des extremums locaux mais juste des candidats.

Proposition 3.2 (Conditions suffisantes)
Soit f une fonction de classe C? sur un disque ouvert D, (,9) et (&,7) un point stationnaire
de f , posons:

of . . Pf o2f )
$= 0xdy (%9), r= @(x,y), t= a—yz(x,y), Détgyy=rt—s"
Alors .
* SiDét(z5)>0et 1= % (2,9) <0 alors f possede un maximum local en (%,7).

* SiDét(z5)>0et 1= 327]; (%,7) > 0 alors f posséde un minimum local en (%,7).

* SiDét(; 3 <0 alors f ne possede ni un maximum local ni un minimum local en (%,7),
on dit que f possede un point selle ou un point col en (%,).

* Si Dét(; ) = 0 on ne peut rien dire.

Exemple 3.25 .
D) f(x,y)=x*>+4y*+2x—4y+3
{ %(ﬁ,ﬁ):2x+2:0 { x=-1
3y (£.7)=8y-4=0 V=3

, . . 1
Donc f admet un seul point stationnaire (-1,3).

0° 1 0° 1 0° 1
o= 2 (—1,—):0, r= f(—l,g):z, t:—f(—l,—):& Dét_,1y=rt-s=16.

“oxoy\ 2 T ox? a2\ 2

1
02

2
Comme Dét_, y=16>0etr = % (—1,%) =2 >0 alors f possede un minimum local en

(-1.3).
2) f(xy)=x*—2xy+4y

{

1
2

(%,9)=2x-2y=0 — { y=2
(%,9)=-2x+4=0 x=2

SIS
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Donc f admet un seul point stationnaire (2,2) .

0*f 0*f 0*f 2
= 22)==-2, r=—=-02,2)=2, t=—=(2,2)=0, Dét, =rt—s"=-4.
i ay( ) r 32 2,2) 3y° 2,2) etpy =rt—=s

N

Comme Dét» 2 = —4 <0 alors f possede un point selle ou un point col en (2,2).

Définition 3.25 (Fonction concave et convexe)
Soit f une fonction de D c R?> dansR, D un ouvert deR?.
1- On dit que f est une fonction convexe sur D si

VX = (x1,%2) € D, VY = (y1,y2) € D, VA€ [0,1],

fAX+A-D)Y)=AfX)+1 -1 f(Y).

2— On dit que f est une fonction concave sur D si
VX =(x1,%2) €D, VY =(y1,y2) €D, YA€[0,1],
fFAX+A-MY)2Af(X)+1A-A) f(Y).

Proposition 3.3 (Fonction concave et convexe)
Soit f une fonction de D c R? dansR, D un ouvert deR?. On suppose que f € C* (D), alors
1- On dit que f est une fonction concave sur D si et seulement si:

2

; 0’ f
V(xy)eD, Déiy)20et——(xy) <0.

2— On dit que [ est une fonction convexe sur D si et seulement si:
°f
V(x,y) €D, Dét,) =0 et—=3 (x,y) = 0.

Exemple 3.26 .
1) La fonction f (x,y) = x* + y* est convexe car:

azf aZf 62f , 2
$=xay V=0 r=55 (0y) =2 1= 55 (0y) =2 Détxy =ri=s =4,

2
d'oitV (x,y) eR?, Dét(, ) >0et r= % (x,y)=2>0.
2) Lafonction f (x,y) = x* + y* est convexe car:

s= i (x,y)=0, r= il (x,y)=12x%, t= of (x,y) =12y%, Dét(y ) =rt—s* =144x"y?,
0x0y 0x? dy? )

- ; &
doitV (x,y) eR?, Dét( ) =144x"y*=0et 1= % (x,y) =12x*=0.



3.10. Applications 75

3.10 Applications

Dapns cette section, nous présentons des applications économiques des fonctions de deux
variables.

3.10.1 Fonction d’utilité

La relation de préférence <>=> donne le classement, par un individu, des différentes
combinaisons de biens en fonction de la satisfaction qu’il lui procure.

La fonction d’utilité représentant les préférences d’'un consommateur dans un ensemble
de n-biens est une fonction mathématique qui, a chaque panier composé de ces

n-biens, fais correspondre un nombre qui respecte l'ordre des préférences. Ce qui se traduit
mathématiquement par:

* (X1,...,X) la combinaison de n-biens dite panier de biens, constituée de nombres réels x;
représentant pour chaque i = 1,...,n la quantité de bien i.

* &, 'ensemble des paniers.

* «=>> la relation de préférence.

Une fonction d’utilité est une fonction U définie sur €,, a valeurs dans R qui vérifie:

VABeC,: AxB—< UA)=U(B).

oL = est la relation d’ordre usuelle définie sur R.
Quelques exemples de fonctions d'utilités dans le cas de deux biens, avec a,b,a,p ety des
nombres réels strictement positifs:

U(xy)=x%F, U(xy)= (ax“ + byﬁ)y, U(x,y)=aln(x)+bln(y).

a titre d’application de ce qui a été fait dans ce chapitre, dans l'étude de la fonction d'utilité
on retrouve:

Utilité marginal d’'un bien pour un consommateur, notée Um;, désigne la satisfaction
supplémentaire qui résulte de l'augmentation (minimal) de la quantité consommeée de ce bien,
elle se calcul (voir [10] p.131.):

ou
Um; (X1,..Xn) = — (X100, Xjyee0s Xp) -
axi

La Courbe d’indifférence associée a un panier quelconque A, regroupe tous les paniers qui
procurent au consommateur la méme satisfaction que A. Ainsi si U est la fonction d’utilité
d’'un consommateur, On notera 1, cette courbe :

In={BeC€,/ A=BetB>A}={BeC€,/ A~B}.
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Le taux de substitution du bien j au bien i, est le taux auquel un individu accepte
d’échanger du bien i contre du bien j (voir [10] p.133.):

ou
a_xi (xly---)xn) Uml
TMSj;;i=- U == .
ax; (X1002X0) Umi

j

3.10.2 Fonction de production

La fonction de production est l'un des plus important outil pour les économistes. En
générale, la fonction de production donne une relation entre la quantité de facteurs de
production « inputs »et le volume de bien produit « output ». L'un des exemples les plus
utilisé en économie est la fonction de production de CobbDouglas développée en 1928
par deux américains: Paul. H. Douglas (1892 —1976) un économiste et Charles W.Cobb un
mathématicien, qui s'écrit sous la forme:

Q(L,K) = AL*KP.

avec

o L est la quantité de travail,

¢ K est la quantité du capital investi,

* A,a,[3 sont des constantes réelles strictement positives.

Prenons un exemple spécifique en plagant A =10 et3b1 = 3b2 = 0.5, donc nous avons:

Q(L,K) =10L"°K%5.

Une isoquante : associée a une fonction de production Q et a un niveau de production qg
donné, est l'ensemble de toutes les combinaisons de facteurs qui permettent de produire

exactement qy. Mathématiquement cela représentent pour les fonctions de production a
deux facteurs les courbes de niveau de la fonction de production :

Igy ={(LK) Ry xRy / Q(L,K) = qo}.

Exemple 3.27 Considérons l'isoquante de la fonction de Cobb-Douglas pour un niveau de
production fixé a Q = 50 ce qui donne la relation implicite entre la quantité de travail L et la
quantité de capital K :
50 = 10L>° K%,

on obtient la relation explicite suivante:

25
25:LK<=>K:T.

De méme pour un niveau de production fixé a Q = 60 on a la relation explicite travail-

capital donnée par:

49
70=10L%°K"® «— K = R
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Productivité marginale: En générale, la productivité marginale d’'un facteur de produc-
tion désigne l'augmentation de la quantité de bien produit qui résulte de ce facteur utilisé(
voir [10]). Pour la fonction de production a deux facteurson a:

Productivité marginale du travail (PMy):

4
PM; = £ (LK) = AaL* 'KP,

ainsi pour une quantité de capital < K > fixe: PMy > 0, alors Q augmente quand L
augmente.

Exemple 3.28 Si on prend le cas Q = 10L*5 K>, La productivité marginale du travail :

/K
PMj =5 I>0, VL,K>0.

Productivité marginale du capital (P M) :

0Q

PMy = —
K= %K

(LK) = ABL*KP1,
ainsi pour une quantité de travail < L > fixe: PMg > 0, alors Q augmente quand K
augmente.

Exemple 3.29 Si on prend le cas Q = 10L*° K. La productivité marginale du capital :

[ L
PMg =5 E>0, VL,K > 0.

Loi de décroissance de productivité: appliqué au travail L (resp. au capital K), stipule
que si on continue a augmenté la quantité de travail avec une quantité de capital K
constante, alors la croissance de la production devient de plus en plus lente, ce qui se traduit
mathématiquement par la décroissance de P M (resp. P M) qu’on peut constater en calculant
la dérivé partielle seconde de la fonction de production par rapport au travail (L) (resp. par
rapport au capital (K)) :

0°Q
2 <0,VYL>0, K est une constante.

De méme si on applique cette loi au capital on aura:

0%Q
—— < 0,VK >0, L est une constante.
0K?

Exemple 3.30 .
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* Si on prend le cas Q = 10L°° K%, La productivité marginale du travail est décroissante
du moment que:
0°Q

YT 5(=0.5) L7057 1k%5 = _2 5" 15Kk05 <0, VL > 0, K est une constante.

* Si on prend le cas Q = 10L*°K%5. La productivité marginale du capital est décroissante
du moment que:
0*Q ~05-170.5 ~15705
K2 =5(-0.5)K ™ L™ =-25K ""L" <0,VYK >0, L est une constante.
FElasticité d’un facteur de production : mesure la variation en pourcentage < % > de la
quantité produite a la suite d’'une augmentation de 1% de la quantité d’'un facteur (voir [10]).
Mathématiquement elle se calcul par:

0Q
L E(L;K) _ L GQ

— — < — a-1 ﬁ:
£ w QWK oL (L,K) ALoKP Aal” 'K a.
0Q
K _ 0K _ _ appf-1_
= = LK) = ABLYKP1 = 6.
€ QLR " QLK) ax LR = Jraxs P p

Exemple 3.31 Sion prend le cas Q = 10L*5K%5. L'élasticité des facteursK et L :

2Q
gl=3L - Q= ——__5/==05.
OLK " QLK) oL 10005595V T

20
== (L,K) K o0 K L
K=& —Q(L,K):WS Z—0s.
QLR QLK) 0K 10205k05°\| &
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CHAPITRE 4

Intégrales doubles

Avant de voir comment se calcule une intégrale double essayons de répondre a la question :
Pourquoi calcule-t-on une intégrale double ?

On rappelle que l'intégrale simple correspond a un calcul d’aire.
b

Si f est une fonction réelle définie sur un intervalle [a,b], alors [ f (t) dt est égale a Uaire
a

du domaine du plan xOy comprise entre le graphe de [ et les droites d'équations x = a, x = b,

y = 0. En subdivisant [a,b] en n sous intervalles [x;_1,x;] de méme longueur Ax = %, on

définit l'intégrale de f sur[a,b] par
b n
ff(t)dt: nEIllme(ai) (xXi—xi-1), a;€lxi-1,%].
A i=1

Maintenantsi f est une fonction définie surR? dansR, si D est un domaine du plan xOy.

Que représente
szff(x,y)dxdy.
D

x Calcul de volume:
I est la mesure du volume limité par le plan xOy, par le cylindre engendré par une droite
parallele a Oz s'appuyant sur le contour de D et par la surface z = f (x,y),

— 7, 5

R

F1G. 4.1 - Représentation de l'intégrale double sur D.
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* Calcul d'aire:
Lorsque, en particulier, f(x,y) = 1, ¥(x,y) € D, cette mesure de volume (ffdxdy)
D

correspond a laire de D multiplié par 1, ce qui permet de calculer l'aire d'un domaine

quelconque du plan par:
aire D = ffdxdy.
D

4.1 Intégrales doubles

4.1.1 Définition de I'intégrale double sur un rectangle

Soit f une fonction réelle de deux variables, continue sur un rectangle D = [a,b] x [c,d] de
R2. Sa représentation est une surface S dans l'espace muni du repére (O,?,f, %) .

On partage D en sous-rectangles, dans chaque sous-rectangle [x;—1,x;] x [yj-1,yj]. La
somme des volumes des colonnes dont la base est des sous-rectangles et la hauteur f (x,y)
est une approximation du volume compris entre le plan Z = 0 et la surface S. Lorsque le
quadrillage devient suffisamment « fin » pour que la diagonale de chaque sous-rectangle tende
vers 0, ce volume sera la limite des sommes de Riemann et on le note

. (b-a)d-o0) b—a d-c
fff(x’y)dXdy_nl—l»TooTl Z fla+i o]
D <i,j<n

Z -
/"{“‘k\\-\ z = F(X,}')
< T d
- - Y
. ______z_/_/__LJ'L/_/___
%___Fr:____{ B i
~ ,// E

F1G. 4.2 — Représentation de l'intégrale double sur un rectangle.
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Exemple 4.1 Pour f (x,y) =x, D=10,1] x [1,2],

ffxdxdy i DO 5 f(—1+ )_nqmnz Yy ¥

= 2
n +oo n l<isnl<j<n l<isnl<j<n

i
I’l

1 nn+1)) 1
hm —3 Z Z l— 11+00$(T):z

n—troon l<i<snl<j<n

Théoréeme 4.1 Soit D un domaine borné de R?. Alors toute fonction continue f : D — R est
intégrable au sens de Riemann.

4.1.2 Propriétés des intégrales doubles

Linéarité
On suppose que [[ f (x,y) dxdy et [[ g (x,y) dxdy existent alors pour tout A,u€ R, ona
D D

[J (s () + g () day = [ £ ey dxdyeu [ g (o)

Conservation de lordre

Sif<gdansD alorsfff(x,y)dxdysffg(x,y)dxdy.
D D

Additivité
SiD=DjuUD, et Aire(D;nDy) =0, alors

|| sty axay= [[ £ ey dxay+ [[ £ oy dxdy
Dans tous les casD B B
Ifff(x,y)dxdyl Sfflf(x,y)ldxdy.
D D

4.1.3 Calcul del'intégrale double sur un rectangle

Théoréme 4.2 (Théoreme de Fubini sur un rectangle)
Soit f une fonction continue sur un rectangle D = [a,b] x [c,d] alorson a:

[[ 7 (ey)axay- j (7 /() dy) dx= j (7 £(xy) dx) ay
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Exemple 4.2 Pour D =[0,1] x [0,2] et f (x,y) = 2xy alors:

ff(x,y)dxdy = ](72xydy)dx:][xyz](z)dx:]4xdx,
D 0

0 0 0
[2x2], = 2.

Cas particulier: Si f(x,y) = g(x) h(y) avec g : [a,b] — R et h : [c,d] — R sont deux
fonctions continues, alors

[ rtesasar= (fgmdx)(fh o)

la,b] x[c,d]

Exemple 4.3 Calculer l'intégrale  [[  sinxcosydxdy
[0,7]x[0,7]

ff sinxcos ydxdy

[0.5]x[0.5]

cos(y)dy

O S— nln

3
f sin(x)dx
0

b3

—[cosx]Z [sinx]Z =1.

4.1.4 Calcul direct de I'intégrale double

Théoreme 4.3 (Théoreme de Fubini)

Soit f une fonction continue sur un domaine borné D de R?. Lintégrale double
[T f (x,y) dxdy se calcule de deux fagons :
D

x Si l'on peut représenter le domaine D sous la forme suivante:

D={(x,y)eR*/ g (y)sx=<g(y), csy=d}.

Doncona
b [ (%)

fffxydxdyf ffxydydx

a \fitx)
*x Si l'on peut représenter le domaine D sous la forme suivante:

D={(x,y)eR?*/ fix)<y<fo(x), asx<bh}.

Doncona
d [ &)

fffxydxdy f ffxydxdy

c \g1(x)
Si les deux représentations sont possibles, les deux résultats sont égaux.
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Exemple 4.4 .

1) Calculer l'intégrale [[ (x2 + yz) dxdy avec D est le triangle de sommets (0,1), (0,—1)
D

et (1,0).

f(x) = 1—zh

0s \

g(z)[= =z -1

F1G. 4.3 - Représentation du domaine d’intégration.

ff(x2+y2)dxdy=](7x(x2+y )dxz]

2) Calculerlmtegmleff (2x+5y)dxdy avecD ={(x,y) eR?*/ 0<y<4, /y<x=<4}.
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4
AT R

o

T30 -2 -1 eq1: x = sqrt(y) 2 3

-2

-3

F1G. 4.4 - Représentation du domaine d’intégration.

a (4 1
ff(2x+5y)dxdy:f f(2x+5y)dx dy:f[x2+5xy]4ﬁdy:152.
D o \yy 0

3) Calculer l'intégrale [[ (x+2y)dxdy sur le domaine D formé de la réunion de la partie
D

gauche du disque unité et du triangle de sommets (0,1), (0,— 1) et (2,1).

g 1
J\)— 1

)
)=

F1G. 4.5 — Représentation du domaine d’intégration.
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1

ff(x+2y)dxdy=] 71 (x+2y)dx dy:f %
D i

y+1

x%+2xy dy=2.

4) Calculer Uintégrale [[ e dxdy avecD = {(x,y) e R%/ 0<y<x=<1}.
D

1 (x 1 1
ffexzdxdy:f fe dy) dx= f :%.
D 0

0

h:x=0 ed1:xX=1

A/
o /

AT’} 15 1 05 0 05 15 2 25 3 35 4

fx)|= @

FI1G. 4.6 — Représentation du domaine d’intégration.
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5) Calculer l'intégrale

4 8 (3 8
1 1—cos(64)
f fsm )dy xzf fsm Jdx dy—— 2ysin (y? )dsz.
0 \2x 0\’ 0
h:x=0 edlix=4
gtr—=8
7
6
5
4
3
1/
1
-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24
TV(x) = 2|

F1G. 4.7 — Représentation du domaine d’intégration.
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6) Calculer l'intégrale [ (1+ x)dxdy avec D = {(x,y) e R?/ y = |x|, 2y < x +4}.
D

S-—{ua

xB i ]

FIG. 4.8 — Représentation du domaine d’intégration et division du domaine D en deux sous

domaines.

Premiere méthode: On divise le domaine D en deux sous domaines D; et D,

D;=4(xy)eR /?sxso, —xsyso(+d).

1
Dz:{(x,y)€R2/05x54,xsy5§(x+4)}_

|| sy axay= [[rxy)axay+ [ £(xy)dxdy

f 1+x)dxdy
D

- ‘”LL\O Y=o Yl ——0o

3 (x+4) 4 [3x+4)
f 1+x)dy dx+f f I+x)dy|dx,
0 X
4

[y+xy]%;x+4)dx+f[1+ x)2
0

( +4)
* dx,

4
(gx + x+2)dx+f(—x +—= x+2)dx,
0

0
+

4

)

-1 3
— X+ X% +2x
6 4 0

Exs +7x% +2x

|
|4

20 28 272
27 3 277
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Deuxieme méthode : On divise le domaine D en deux sous domaines D et D»

_ ) 4
Di=3(xy)eR /Osysg, —y<x<y¢.

) , 4
Dy = (x,y)el]%/gsys4,2y—4sxsy :

Donc nous avons

f (1+x)dxdy
D

3y afy
f f(l+x)dx)dy+f f (1+x)dx|dy,
0 \-y 4 \2y-4

4

y
dy+f
—y A

4

| 1

f x+—-x°
2

0

1 y
x+—x?

day,
2y-4

3
4

= i+ _—1y3+zy2—4y]
0 2 2 %’
_ 16 224 272
9 27 27

4.2 Changement de variables dans une intégrale double

4.2.1 Formule de changement de variables

Pour toute fonction intégrable sur un domaine D c R? et dans ce cas on écrit les variables
(x,y) en fonction des nouvelles variables : ¢ une fonction de classe C! définie par

¢:D —D
(u,v) = ¢ (w,v) = (x(u,v),y (W,v)),

telle que ¢ (D,) = D et que le Jacobien de cette transformation soit différent de zéro. i.e

D(x,y)
D (u,v)

Jp (u,v) = #0.

La formule de changement de variables nous donne:

fff(x»J’) dmy:fff(xw,v),y(u,v))|]¢(u,v)|dudu,
D D
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N ! . - -
oit D est le nouveau domaine contenu dans le plan (O, i, U) et

D(xy) & &
Jo (u,v) = =
¢ D (u,v) g—i g%

QD)
<
Q)
<

Exemple 4.5 Calculer [ (x—1)>dxdy avecD = {(x,y)eR*/ —1<x+y<1, -2<x-y<2}.
D
En effectuant le changement de variable u = x+ y, v = x — y. Le nouveau domaine D =

{(xy)eR?*/ —1<u<1, -2<v<2},onaaussix="5* v="5L Le
Jacobien de cette transformation

D(xy) 3 3
Jp (u,v) = =l & 2|
Y Dwv) 3 7
La formule de changement de variables nous donne:
) ) 21
f(x—l)zdxdy = ff(u+v—2)2§dudvzgf (u+v-2>%dudv,
D ' -2-1

D
1 1
_ 371 _ 13 o3
= 24f2[(u+v 2)°]_, dv 24fz((v 1)°—(v-3)°)dy,

1
= Slo-nt-w-3',=

81 625 17

-+ — :
96 96 3

4.2.2 Changement de variable en coordonnées polaires

Soient f une fonction continue sur un domaine bornéD de R? et ¢ : R?> — R? telle que
(r,0) — (x = rcos,y = rsinf). Alors ¢ est de classe C! surR?, et son jacobien vaut:

cosf@ —rsinf

|det J, (r,0)] = | sin®  rcosd l.=1r].

A={(r,0) eR*/ (rcosf,rsind)e D}.

Et donc la formule d’intégration en coordonnées polaires est donnée par :

fff(x,y) dxdyszf(rcos@,rsin@) rdrdo.
D A

Exemple 4.6 .
1) Calculer en coordonnées polaires [[ xydxdy avecD = {(x,y) eR*/ 0<x <y, 1 < x* + y*> < 4}.
D
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>
I

{(r,0) eR?/ (rcos8,rsind) € D},
{(r,0) €eR?/ 0 < rcosf <rsinf, 1 < r* <4},
{(r,0)eR?/1<r<2,c08020,sinf=0,tan0>1},

{(r,@)e[]%z/lsrsz,zs@sz}.
4 2

ffxydxdy = ffr%os@sin@.rdrd@:ffrgcosesinedrdB
D A A

2 3

1,15 ([1
frsdr fcos@sin@d@ :([—r4] )([—sinze
1 4 |\2

I
4

(SIE]

IS

332

2) Calculer en coordonnées polairesffmdxdy avecD={(x,y) €R?*/ y=0,x>0,1 < x*+y*> <4},
D

A {(r,0) €R?/ (rcos,rsind) e D},
{(r,0) eR*/ rcos@ =0, rsinf=>0,1<r*<4},

{(r@) eR?/1<r<2,cosh =0, sind =0},

{(r,@)eﬂ%z/lsrsz,Os@s%}.

2 z
[[sraean= [ Lavan- 2| [
r r r A

A A 1

ffxydxdy
D

= (n113) (10)5) = n @) (3) = S n 2.
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CHAPITRE 5

Equations différentielles

C'est au XVlle siecle avec la dérivation et l'intégration de Newton et Leibniz qu'apparait
la notion d'équations différentielles. Elles sont issues de probléemes de géométrie et de
mécanique. Il faut attendre le XVIile siécle pour voir les premiéres méthodes classiques de
résolution.

Avec le développement des sciences, la résolution des équations différentielles devient une
branche importante des mathématiques et interviennent dans de nombreux domaines dont
Pastronomie, I'économie et la physique.

5.1 Définitions générales

Définition 5.1 Une équation différentielle est une équation:

* dont l'inconnue est une fonction (généralement notée y (x) ou simplement y).

x dans laquelle apparaissent certaines des dérivées de la fonction (dérivée premiere y’, ou
dérivées d'ordres supérieursy', y®,...).

Exemple 5.1 .
1) yl = sin x est une EDO d’ordre un.
2) y" = y est une EDO d’ordre deux.

Définition 5.2 Une équation différentielle d’ordre n est une équation de la forme

F(x,y,y',...,y(")) =0. 1)

ol F est une fonction de (n + 2) variables.
Une solution d’'une telle équation sur un intervalle I c R est une fonction y : I — R qui est
n fois dérivable et qui vérifie 'équation (1).

Exemple5.2 .
o Considérons l'équation différentielle: y” + y = 0 est une EDO d'ordre deux. y(x) =
C1sin (x) + Ca cos (x) avec Cy, Cs € R est solution de cette équation :

yl = Cjcos(x) — Cpsin(x).

yH = —Cjsin(x) — Cycos(x) = —y.
Par conséquent on a
y +y=0.
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5.2 Notions générales sur les équations différentielles du
premier ordre

Définition 5.3 Une équation différentielle du premier ordre est une équation de la forme:
F (x,y,y/) =0. 2)

On dit que I'équation différentielle du premier ordre (2) est résoluble en yl, lorsqu’on peut
mettre cette équation sous la forme
y =g(xy).
Exemple 5.3 .

o l'équation différentielle du premier ordre x y' + y =0 est résoluble en y’, carona:

xy,+y:0 Y xy/:—y e J//:—£,6lvecx¢0.

5.2.1 Existence et unicité des solutions des équations différentielles du
premier ordre résolubles eny

Théoreme 5.1 (Théoreme de Cauchy)
Considérons l'équation différentielle du premier ordre résoluble en y' :

!

y=8(xy). 3)

On suppose que la fonction g (x,y) et sa dérivée partielle g—§ par rapport a y sont continues
dans un certain domaine D du plan xOy. Soit (xo,y0) € D. Alors il existe une

solution unique y = f (x) de l'équation différentielle (3), satisfaisant a la condition y = yy
lorsque x = xy.

Remarque 5.1 .

*x Il résulte de ce théoreme que l'équation (3) possede une infinité de solutions différentes
par exemple, la solution passant par le point (xo,yo) ; la solution passant par le point (xo,y1) ;
celle passant par le point (xo,y2), etc... pourvu que ces points se trouvent dans le domaine D.

x La condition que la fonction y = yg lorsque x = xo s‘appelle condition initiale de de
l'équation différentielle (3). Souvent on 'écrit sous la forme

y = JYo-

I
X=Xo
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Exemple 5.4 Considérons l'équation différentielle suivante

y=-L )

Ona 5 )
__JY 9§ __2
gloy)=-2 3y (xy)=——.

Il est clair que les fonctions g (x,y) et g—§ sont continues dans l'ensemble D suivant:
D={(x,y)eR?*: x#0,yeR} =R* xR.

D est le domaine du plan xOy, privé de l'axe des y. D'apreés le théoreme de Cauchy, et pour
tout point (xo, o) € D, il existe une fonction unique y = f (x) de l'équation
différentielle (4) et passant par le point (xo,)o), c’est a dire que f (xo) = yo.

5.2.1.1 Solution générale. Solution particuliere

Définition 5.4 On appelle solution générale d’'une équation différentielle du premier ordre
une fonction
y=fx0),

dépendant d’'une constante arbitraire C et satisfaisant aux conditions suivantes:

o Elle satisfait a l'équation différentielle quelle que soit la valeur concréte de la constante
C.

* Quelle que soit la condition initiale y = yo lorsque x = xo, on peut trouver une valeur
C = Cy telle que la fonction y = f (x,Cy) vérifie la condition initiale donnée. On suppose alors
que les valeurs xy et yo appartiennent au domaine des variations des variables x et y dans
lesquels sont observées les conditions du théoreme d'existence et d'unicité de la solution.

Exemple 5.5 Considérons l'équation différentielle suivante

=_Z, S
y X )
La fonction
_C
y=7

est solution générale de l'équation différentielle (5). En effet, y = % vérifie les deux

conditions
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Donc

e Soit

(x0,y0) €D = x0#0, yo€R.

Considérons I'équation différentielle

C
Yo=— — C= X0-)0-
X0
Si on pose C = x¢.yy, alors
= 22 vérifie f () = Yo.

Définition 5.5 On appelle solution particuliere toute fonction

y:f(xyc());

déduite de la solution générale y = f (x,C) en posant dans cette derniére C = Cy.

Exemple 5.6 Revenons a l'équation du premier ordre (5) :

y = T
2 . . s 2 . . _ g
On a vu que cette équation a pour solution générale une famille de fonctions y = *.
Cherchons la solution particuliére satisfaisant aux conditions initiales yo = 1 lorsque
Xo = 2, Substituant ces valeurs dans la formule y = % on obtient C = 2. La solution particuliere
cherchée est donc la fonction

2
y=-.
X

Remarque 5.2 Résoudre ou intégrer une équation différentielle consiste a:

* chercher sa solution générale ou son intégrale générale (si les conditions initiales ne sont
pas données).

* chercher la solution particuliere satisfaisant aux conditions initiales (s'ily en a).
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5.3 Equations différentielles 2 variables séparées et séparables

5.3.1 Equations différentielles a variables séparées

Considérons une équation de la forme:

y=rw.gy). (6)

ol f (x) dépend seulement de x et g (y) dépend seulement de y. Donc l'équation (6) devient

ﬂzf(x)dx.

gy

Si on integre le premier membre par rapport a y et le second par rapport a x, on obtient:

f%:ff(x)daﬁc.

La relation suivante est l'intégrale générale de I'équation différentielle (6), c’est a dire une
relation implicite qui relie la solution y, la variable x, et une constante C.

Remarque 5.3 .

x Il w'est pas toujours possible de trouver explicitement la solution y par des fonctions
élémentaires connues. On réussit seulement a établir une relation implicite qui relie la
solution y, la variable x, et une constante C.

' . . d o .
x L'équation suivante ij/) = f (x) dx peut s'écrire sous la forme suivante:

M (x)dx+N(y)dy=0.

Définition 5.6 On appelle équation différentielle a variables séparées, une équation qui s'écrit

sous la forme suivante:
M((x)dx+N(y)dy =0. ™

Lintégrale générale de l'équation (7) est:

fM(x)dx+fN(y) dy=_C. 8)

Exemple 5.7 Considérons l'équation a variables séparées suivante :
X
—dx+ Y dy=0.
2 2

Son intégrale générale est :
2

2
X
—+y—=C1.
4 4

ou encore
xz+y2 =C avec C=4C,.
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5.3.2 Equations différentielles a variables séparables

Définition 5.7 On appelle équation différentielle a variables séparables, une équation de la
forme suivante:
M (x).Ny (y) dx+ Ma (x).N2 (y) dy = 0. 9)

Proposition 5.1 Toute équation différentielle a variables séparables peut étre transformée en
une équation différentielle a variables séparées.

Preuve. Divisons les deux membres de (9) par U'expression M, (x).N (y), on obtient :

M), N ()
M; (x) N ()

dy=0. (10)

Léquation (10) est une équation différentielle a variables séparées. |

Exemple 5.8 .
1) Soit l'équation différentielle suivante:

xyl =1.

Séparons les variables, on obtient:
dx
dy=| —+C.
.[ Y f X

y=In|x|+C, CeR.

Donc

2) Considérons l'équation différentielle a variables séparables :
(1+x).y.dx+(1-y).x.dy=0.

Divisons les deux membres par l'expression : x.y, on obtient:

1_
f(1+x)dx+f—( yy)dy:C.

X

On obtient en intégrant :
In|x|+x+In|yl—y=C.

ou encore
In|x.yl+x—-y=_C.

qui est l'intégrale générale de I'équation différentielle.
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5.4 Equations différentielles homogenes du premier ordre

Définition 5.8 on dit que la fonction f(x,y) est une fonction homogene de degré n par
rapport aux variables x et y si pour tout A on a:

f(AxAy) =A"f(x.y). (1D

Exemple 5.9 .
1) Soit la fonction f (x,y) = Y/ x3+ y3, ona

F(AxAy) =V A2+ (Ay)° = A/ x3 + y3 = Af (x,y).

Donc la fonction est homogene de degré 1.

. , x%—y?
2) Soit la fonction f (x,y) = o ona

I e (O R s G
fAxAy) = FEETT— =A% f(xy).

Donc la fonction est homogene de degré 0.

Définition 5.9 L'équation différentielle du premier ordre

vy =f(xy). (12)

est dite homogene par rapport a x et y si la fonction f (x,y) est une fonction homogéne de
degré 0 par rapporta x et y.

5.4.1 Résolution deI'équation différentielle homogene

1

On a par hypothese f (Ax,Ay) = f (x,y). Posant dans cette identité A = <, on obtient:

fley)=r(1),

Donc une fonction homogene de degré 0 dépend seulement du rapport J;’ Léquation (12)
s’écrit alors sous la forme suivante:

¥ :f(l,%). (13)

Faisons la substitution :

u= X, Cestadirey = ux.
b
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On a alors

!

!
Yy =ux+u.

Substituant cette expression de la dérivée dans l'équation (13), on obtient

Ux+u=fQ,u. (14)
C'est une équation a variables séparables :
du _dx
fauw-u x’

On trouve par intégration

f du ax
— = | —+C.
fQu—-u X

on obtient l'intégrale de I'équation (13).

Exemple 5.10 .
1) Soit l'équation différentielle suivante:
2
’ Xy —
y =2 (15)
X
Ona ,
Xy-y
Fley)==7

Nxy-Ay2 _xy-y* o
fAxAy) = —m7— == =4S (xy).

Donc l'équation différentielle est homogene.
On poseu =2, alors

!

!
y=ux, y =ux+u.

On remplace dans (15)

: ux? — (ux)? 2 ' 2 du dx
UX+Uu=——F—=Uu—u = ux=-u = ——=—.
X u X
On trouve par intégration
du dx 1 1
-—— = — = —=h|x|+C == u=———.
u X u In|x|+C

Y

On remplace u = <, on obtient l'intégrale générale de I'équation différentielle initiale

y 1 X
_—— y = ——
x Inlx|+C Inlx|+C
2) Soit l'équation différentielle suivante:
R G 2VE

yE— (16)
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5.5 Equations différentielles se ramenant aux équations dif-
férentielles homogenes

Se ramenent aux équations différentielles homogenes, les équations différentielles de la
forme suivante:

ai;x+by+c
_a 1y+a . 17)
A x+byy+co
Si ¢y = ¢ =0, l'équation (17) est évidemment homogeéne. supposons maintenant que c,
et ¢y (ou l'un deux) ne soient pas nuls.

b ! !
e Pour | Zl bl |#0,onposex=X+aety=Y+b. Alorsy =Y.
2 b2

r al(X+a)+b1(Y+b)+cl _ a1X+b1Y+a1a+b1b+01

= = . 18
ag(X+d)+b2(Y+b)+Cg a2X+b2Y+a2a+b2b+02 (18)
Choisissons a et b de maniere qu'ils vérifient les équations suivantes:
aa+bib+c;=0 a=?

frm— . 19
{ a2a+b2b+02=0 { b=? (19)

o mX+bY | . , . . .

Y = ——— résolution d’'une équation homogene.
@ X+bY

a b L.
e Pour| al bl |=0, onécritarx+b1y+c1 = m(axx +bay +c2) + n.
2 b2

On pose
! !
U=dX+byy+c = u=ax+by.

Donc on trouve

I
, ax+biy+c m(ax+by+c)+n u—a, mu+n
= = —_—> = .

a2x+b2y+02_ A x+byy+co by u

qui est une équation a variables séparables.

Exemple5.11 .
1) Soit l'équation différentielle suivante:
7} -x—y+3 P —x—y+3
(x+y—3)dx+(x—y+1)dy:0:>—y:L: A

dx x-y+1 y x—y+1~
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1 -1 x=X+a
| 1 -1 |=2#0 = onpose{ y=Y+b ,telleque a,b vérifient:
V=Y

b=2

{ —-a-b+3=0...(1)
a=1 "

a-b+1=0.@) — D@ -2bri=0= {

Alors Y = 325X = TI'équation différentielle est homogene. On pose

Y ! !
u:§,Y:u.X:> Y =u+Xu.

Donc on obtient
o = X—-—uX B -1-u

u+Xu = = .
X—uX 1-u
;o —1-u u?>—2u-1 1-u 1
Xu = -—u= — —————du=—dX.
1-u 1-u u2-2u-1 X

1 2u—2 1 1
——f—duzf—dX = ——1n|u2—2u—1|=InIXI+C.
2J u2-2u-1 X 2

1
Inju?-2u—1|=-2In|X|-2C = In|u®-2u-1| :lnﬁ+C1, C; = -2C.

1
w-2u—-1= Cg.ﬁ, C, = e,

Y2 Y 1
= —2|=|-1=C.—.
X X X2

_9\2 _
(y 2) —z(y 2)—1=C2. L
x-1 x-1 (x—1)?

2) Soit l'équation différentielle suivante:

r2x+y-1
Y C4x+2y+5

21
|4 9 |=0:2x+y—1=%(4x+2y+5)—%.

(_z(x+2y+5)-7

(20)
4x+2y+5

Onposeu=4x+2y+5 = u/=4+2yl.
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On remplace dans (20) :

u-4 u-7 r bu—-7
= —> U =
2 2u u
u
du:dx:f du:fdx
Su—-7 Su—-7

7.7 7
1 fu-§+¢ 1 1( %
—f#duzfdxz—fldbﬁ—f 57du=fdx.
5 u—g 5 5 u—=

1 7 7
—-u+—Inlu—=|=x+c.
25 5

1(4 +2 +5)+71 |4x +2 +18| +
—|aX —In|ax —|=XTC.
5 Y 25 Y 5

5.6 Equation différentielle linéaire

On ne sait pas résoudre toutes les équations différentielles. On se concentre dans ce chapitre
sur deux types d’équations : les équations différentielles linéaires du premier ordre et celles du
second ordre a coefficients constants.

* Une équation différentielle d’ordre n est linéaire si elle est de la forme:

ap(X)y+a; (x) yl +..+a,(x) y(”) =g(x),

ot les a; et g sont des fonctions réelles continues sur un intervalle I c R. Le terme linéaire
signifie qu'il n'y a pas d’exposant pour les termes y, y/, y”,...

x Une équation différentielle linéaire est homogene, ou sans second membre, si la
fonction g ci-dessus est la fonction nulle:

ap (x) y+ a1 (x) y/ +..+a,(x) y(”) =0.

x Une équation différentielle linéaire est a coefficients constants si les fonctions a; ci-
dessus sont constantes :
!
ay+ary +..+a,y™ =g (x),

ot les a; sont des constantes réelles et g une fonction continue.

Exemple 5.12 .

1) y, +4xy = e* est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second
membre.

2) y' +4xy = 0 est l'équation différentielle homogene associée a la précédente.

3)3 y" -2 yl + 4y = 0 est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants, sans second membre.

4) yl2 — y = 2x n'est pas une équation différentielle linéaire.
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Proposition 5.2 (Principe de linéarité)
Si y1 et y» sont solutions de l'équation différentielle linéaire homogene suivante:

o) Y+ a1 (X) Y + ot an (x) Y™ =0. 1)
alors, quels que soient A,u € R, Ay + py» est aussi solution de cette équation.
Pour résoudre une équation différentielle linéaire avec second membre
ay(0) y+ a1 (X)y +...+ ay () y™ = g (x), (22)

on décompose souvent la résolution en deux étapes:
e trouver une solution particuliére y, de l'équation (22),
e trouver l'ensemble @ des solutions y de l'équation homogene associée

ag (x) y+ ap (x) y/ Fot+a,(x)y"™ =o. (23)
ce qui permet de trouver toutes les solutions de (22).

Proposition 5.3 (Principe de superposition)
I'ensemble des solutions @ de (22) est formé des

y+yo avec ye€ ®.

Autrement dit, on trouve toutes les solutions en ajoutant une solution particuliére aux
solutions de I'équation homogene. C’est une conséquence immédiate du caractere linéaire des
équations.

5.6.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 5.10 Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une EDO du type:
y=a@y+b), (24)

ot a et b sont des fonctions définies et continues sur un intervalle ouvert I deR.
On peut envisager la forme:

a(x)yl+b(x)y=C(X),

oit a, b et c sont des fonctions définies et continues sur un intervalle ouvert I de R, avec
a # 0 pour tout x € I. La division par a (x) permet de retrouver la forme (24).

On va commencer par résoudre le cas ot a est une constante et b = 0. Puis a sera une
fonction (et toujours b = 0). On terminera par le cas général oti a et b sont deux fonctions.
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56.1.1 y =ay
Théoréme 5.2 Soit a une constante réel. Soit I'équation différentielle :
y' =ay. (25)
Les solutions de (25), sur R, sont les fonctions y définies par:
y=Ce™,

ot C € R est une constante quelconque.

Preuve. On réécrit l'équation différentielle sous la forme:
!
Y _a
y

que l'on integre pour trouver:

d
f%:fadx = In|yl=ax+c.

On compose par l'exponentielle des deux cotés pour obtenir :

y = Ce™, avec C = +e°.

Exemple 5.13 Résoudre l'équation différentielle:
3y —5y=0.

On écrit cette équation sous la forme: yl = % y. Ses solutions, surR, sont donc de la forme:
5
y=Ces3*, avec C e R.

Remarque 5.4 .

x L'équation différentielle (25) admet donc une infinité de solutions (puisque l'on a une
infinité de choix de la constante C).

x La constante C peut étre nulle. Dans ce cas, on obtient y = 0 sur R, qui est une solution
évidente de l'équation différentielle.
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56.1.2 y =ax)y

Théoreme 5.3 Soit a: I — R une fonction continue. Soit A: I — R une primitive de a. Soit
I'équation différentielle:
y =ax)y. (26)

Les solutions sur I de (26) sont les fonctions y définies par:
y(x)=Ce,
ot C € R est une constante quelconque.

Preuve. Une preuve rapide est la suivante:

Lza(x) = fﬂ:fa(x)dx,
y y

A(x)

Inlyl=Ax)+c = y=Ce”" avecC = +e°.

Exemple 5.14 Résoudre l'équation différentielle sur I =10, +ool:
5 r 1
Xy =y=Yy-= ;J’-
Donc ] ]
a(x) = — saprimitive est A(x) = ——.
x X
Ainsi les solutions cherchées sont

y(x) = Ce_flc avec C eR.

5.6.1.3 y =a(x)y+b(x)

Il nous reste le cas général de l'équation différentielle linéaire d’ordre un avec second
membre:
y=ax)y+b(x), 27)
oiva:l—Reth:I— Rsontdes fonctions continues.
ALEDO (27),0n associe une EDO dite équation homogeéne associée

yl =a(x)y. (28)

Proposition 5.4 .
Si yo est une solution de (27), alors les solutions de (27) sont les fonctions y : I — R définies

par:

A(x)

yo+Ce avec C€R.

ot A(x) est une primitive de a (x) .
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Recherche d’une solution particuliére : méthode de variation de la constante.

C'est une méthode générale pour trouver une solution particuliere en se ramenant a un
calcul de primitive.

La solution générale de (28) y' = a(x)y est donnée par y(x) = Ce™, avec C € R. La
meéthode de la variation de la constante consiste da chercher une solution particuliére sous la
forme:

o (x) = C (x) e,

ou C est maintenant une fonction a déterminer pour que yy soit une solution de (27) .
Ona
Yo (x)=C (x) e pax)Cm)e™=C ()™ +a(x) y ),

Yo (X) — a(x) yo (x) = C (x) &A™,

Donc yy est une solution de (27) si et seulement si
Ce’®=pbx) = CW=bx e = Cw)= f b(x) e 4@dx.

Ce qui donne une solution particuliere de (27) sur I :

Yo (x) = (f b (x) e_A(x)dx) AW,

La solution générale de (27) est donnée par:
y(x) = (f b(x) e_A(x)dx) e 1+ Ce™ | avec CeR.

Exemple 5.15 Soit équation différentielle linéaire d’ordre un suivante:
y +3x%y =6x°. (29)
* On commence par résoudre l'équation homogene associée :
4 2
¥y +3x°y=0,
ce qui nous donne:

yx)=Ce™, CeR.

* Pour résoudre l'équation avec second membre on utilise la méthode de la variation de la
constante, ce qui nous donne:
_ 3
Yo(x)=C(x)e™™

Ona , , ,
Yo =C (x)e ™ -3x°C(x)e™™ =C (¥)e™™ -3x%y(x).
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y(,) (%) +3x%y0 (%) = C (x) e .
Donc yy est une solution de (29) si et seulement si
C (e ™ =6x2 = C (x) =6x2e" = C(x)= f6xzex3dx =2¢"".
Ce qui donne une solution particuliere de (29) :
Yo (x) =2.
La solution générale de (29) est donnée par:
y(x)=2+Ce ™, CeR.

La méthode y = u (x).v(x)
Nous allons chercher la solution de l'équation (27) sous la forme de produit de deux
fonctionsen x :
y=ux).v(x). (30)

On pourra prendre arbitrairement l'une de ces fonctions, l'autre sera définie alors par (30).
Dérivons les deux membres de l'égalité (30), on trouve:

Substituant U'expression de la dérivée yl obtenue dans l'équation (27), on aura

u dv +v du _ a(x).u.v+b(x)
“dx dx o ’
ou
u(@—a(x) v)+v@—b(x) (31
\dx ' “dx )
Choisissons la fonction v de sorte que l'on ait
dv
——a(x).v=0. 32)
dx

Séparant les variables dans cette équation différentielle en v, on trouve:
dv
— =a(x)dx.
v

On obtient en intégrant

fd_l]v:fa(x)dx = 1n|v|zfa(x)dx+c.
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ou
v=Cel M quec C = +e°,

Substituant la valeur trouvée de v(x) dans l'équation (32), on obtient

du du b(x)

V.—=b(x) = —=——,

dx < dx v

d’out b
X
u= f —dx+c.
v
Substituant dans la formule (30), on obtient finalement
b(x b(x
y= v(x).(f(—)dx+c) = v(x).fgdx+c.v(x).
v v
Exemple 5.16 Résoudre l'équation différentielle suivante:

yl cosx+ysinx=x+1.

méthode y = u.v
, sinx x+1 ' x+1
+ = = y +(tanx).y = . (33)
COSX COSX cosx

Onposey=u.v = yl =u.v +v.u on remplace dans (33) .

’ I x+1
u.v +v.u +(tanx).u.v =
COSX

!

x+1 u =

V.COS X

x+1
V.COS X

!
u =

{ v/+(tanx)v:0 { d—y”:—(tanx)dx { U=CO0SX
> >

On remplace dans la deuxiéeme égalité

rox+1 x+1
u = 5 = U= 5 dx.
COS* X COS* X

on integre par partie, on posons

{ u=x+1 { ul:1
! 1 — .
vV = V=tanx

cos? x

u=(x+ l)tanx—ftanx.dx =(x+1tanx+In(cosx) +c.

Donc
y=u.v=[(x+1)sinx+ cosx.ln(cosx)] + ccos x.
N S N —

-

Yo Yn

I I X
=vu + u(v + (tan x) v) = .
COSX

_ _x+l
V.COS X



108 Chapitre 5. Equations différentielles

5.6.1.4 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Théoreme 5.4 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz)

Soity, = a(x) y+ b(x) une équation différentielle linéaire du premier ordre, ot a,b: I — R
sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert 1.Alors, pour tout xo € I et pour tout
Yo € R, il existe une et une seule solution y telle que y (xq) = yo.

D’apres nos calculs précédents cette solution est:

X
y(x)= fb(t) e A0l eA™ 1 ced™ | avecCeR.
X0

oit A est la primitive de a s‘annulant en xy, et cette solution vérifie y(xy) = yp.
Exemple 5.17 Résoudre l'équation différentielle suivante:
y+y=e'+1lavecy(l)=2.
* Résolution de l'équation homogéne

, d
y+y=0= Ty:—dx.

On intégre
d
f%z—fdx = In|y|=—-x+c.

yn=Ce * avecC = +e°.

* Résolution de l'équation avec second membre par la méthode de variation de la
constante
On cherche une solution sous la forme

X X

Vox)=Cx)e* = y(l) (x) = c xX)e " —=c(x)e .
En dérivant et en remplacant dans l'équation différentielle, on obtient

C,(X)e_x—C(X)e_x+C(x)e_x:ex+]_ — C,()C) :eZX_i_ex'

Donc ]
C(x):f(ezx+ex) dxzzezx+ex.

D’oti une solution particuliere de l'équation différentielle

(x) = 1e’“+1
Yo =5 .
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* les solutions de I'équation différentielle
| x
y=yo+yh:5e +1+Ce " avecCeR.

x Nous allons déterminer la constante C afin que la condition initiale y (1) = 2 soit vérifiée:

1, 1 e C e
2=—e +1+Ce " —=1-—=— < C=e——.
2 2 e 2

Ainsi la solution cherchée est

2
y(x) = ex+1+(e—%)e_x.

1
2
5.6.2 Equation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants

Une équation différentielle linéaire du second ordre, a coefficients constants, est une
équation de la forme

ay"+by'+cy:f(x), (34)
ot a,b,c e R, a# 0 et f est une fonction continue sur un intervalle ouvert 1. On considere

I'équation homogene associée a (34) définie par :

ay”+byl+cy=0. (35)

5.6.2.1 Equation différentielle homogene

On cherche une solution de (35) sous la forme y (x) = e"* oit r € C est une constante a
déterminer. On trouve

ay +by +cy=0 < (ar*+br+c)e"™ =0 < ar’*+br+c=0.

Définition 5.11 L'équation ar® + br + ¢ = 0 est appelée I'équation caractéristique associée i
(35).

Théoréeme 5.5 Soit A = b? — 4ac, le discriminant de I'équation caractéristique associée c (35).
e Si A > 0, l'équation caractéristique possede deux racines réelles distinctes r1 # r» et les
solutions de (35) sont les

y(x) =" +ue o A,ueR.

» Si A =0, l'équation caractéristique possede posséde une racine double r et les solutions
de (35) sont les
y(@) =(Ax+p)e™ o A,peR.

e Si A < 0, l'équation caractéristique possede deux racines complexes conjuguées r; =
a+if, ro =a—ip etles solutions de (35) sont les

y(x) = e (Acos(pBx) + psin(Bx)) ot A,ueR.
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Exemple 5.18 .
1) Résoudre sur R l'équation
y”—y'—2y:0.
Léquation caractéristique est
) 1-3 1+3
r°-r-2=0= A=9>0, rlsz—l, r2=T=2.

doit
y(x) = e * + pe* ot L, ueR.
2) Résoudre sur R l'équation
4y +12y +9y=0.
Léquation caractéristique est

) -12 -3
Arf+12r+9=0 = A=144-4(4) (-9) =0, 7= —==—.

d’oit
3y .
y@) =Ax+p)e 2 o L, ueR.
3) Résoudre sur R l'équation
y =2y +5y=0.
Léquation caractéristique est
r*—2r+5=0 = A=4-4(1)(5) = -16<0.

Elle admet deux solutions complexes conjuguées

L _2-ai
=7

. 2+4i .
=1-2i, rZ:T:1+21.

y(x) = e*(Acos(2x) + usin (2x)) o A,peR.

5.6.2.2 FEquation différentielle avec second membre

N

Nous passons au cas général d'une équation différentielle linéaire du second ordre, a
coefficients constants, mais avec un second membre f qui est une fonction continue sur un
intervalle ouvert ICcR:

ay”+by'+cy=f(x). (36)

Pour ce type d’équation, nous admettons le théoreme de Cauchy-Lipschitz qui s'énonce

comme Suit:

Théoréme 5.6 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz)
Pour chaque xo € I et chaque couple (yo,y1) € R?, l'équation (36) admet une unique
solution y sur I satisfaisant aux conditions initiales :

y(xo) =yo et y(x1)=y1.
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Remarque 5.5 .

Dapns la pratique, pour résoudre une équation différentielle linéaire avec second membre
(avec ou sans conditions initiales), on cherche d’abord une solution de I'équation homogene,
puis une solution particuliere de I'équation avec second membre et on applique le principe de
superposition.

Proposition 5.5 .
Les solutions générales de l'équation (36) s'obtiennent en ajoutant les solutions de
I'équation homogene (35) a une solution particuliere de (36).

Recherche d’une solution particuliére:

 Second membre du type e**P (x).

Si f(x)=e**P(x), aveca e R et P € R[X], alors on cherche une solution particuliére sous
la forme suivante:

Yo (x) = e**x™Q (x), ot Q est un polynéme de méme degré que P.

1—- yo (x) = e**Q (x) (m =0), si @ n'est pas une racine de l'équation caractéristique,
2— yo (x) = xe**Q(x) (m=1), si a est une racine simple de l'équation caractéristique,
3— 1o (x) = x>**Q(x) (m = 2), si a est une racine double de 'équation caractéristique.

o Second membre du type ¢** (P; (x) cos (fx) + P2 (x)sin (fx)).
Si f(x) = e**(Py (x)cos(Bx)+ P2 (x)sin(px)), avec a,f € R et P1,P, € R[X], alors on
cherche une solution particuliere sous la forme:

1- yo (%) = e**(Qy (x) cos (Bx) + Q2 (x) sin (Bx)), si a+if n'est pas une racine de l'équation
caractéristique,

2—yo(x) = xe® (Qy (x) cos (Bx) + Q2 (x) sin (Bx)), si a + if est une racine de l'équation
caractéristique.

Dans les deux cas, Q, et Q, sont deux polynomes de degré n = max{degP;,deg Py} .

Exemple 5.19 1) Résoudre I'équation différentielle suivante:

y =5y +6y=4xe*". (37)

Solution
1) L'équation caractéristique est

5—

—
[9)]
+

—

rP-5r+6=0 = A=25-24=1>0,r =

y(x) =Ae* +pe* o A, e R.
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On cherche une solution particuliere a (37). Comme 2 est une racine de l'équation
caractéristique, on cherche une solution particuliére sous la forme
¥o (x) = x (ax + b) e**. Lorsque l'on injecte yy dans I'équation (37), on obtient :

(2a+4ax+2b+4ax+2b+4bx—10ax—5b—10bx +6bx) e* = 4xe~.
(=2ax +2a—-b) e** = 4xe*~.
—2a=4et2a—-b=0.

a=-2etb=-4.

On obtient
Yo (x) = x(—2x—4) e**.

5.7 Equation différentielle de Bernoulli et Riccati

5.7.1 Equation différentielle de Bernoulli

Léquation de Bernoulli s'écrit de la forme suivante:
Y +a(x)y+bx)y"=0, ne€Z n#0,n#l.

Pour résoudre ce type d’équation on considere le changement de variable suivant:

yn—l'

Cette équation différentielle de Bernoulli se ramene a une équation différentielle linéaire.

Exemple 5.20 On considere l'équation différentielle de Bernoulli suivante:

y—xy,=2xy2. (38)

On pose z = # = % et 'équation (38) devient:

2

z7ly xz/z_2 =2xz7 = z+ xz/ =2X. 39)

On remarque bien que I'équation (39) est une équation différentielle linéaire
e On résout l'équation homogene

li dZ 1 C c
z2+xz =0 = | — = —;dx:lnlzlz—lnlec:z:;avecC:J_re. (40)
z
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e Pour résoudre l'équation avec second membre on utilise la méthode de la variation de la
constante, ce qui nous donne:

C'x) C

(x)

C /
zZp(x)=—— = z5(x) =
X

2
On remplace dans (39), cela donne:

C'(x) =2x = Cx) =+’ = Zo (x) = x.
La solution générale de (39) est donnée par:

C _ X
z=x+—avecC€[R:y=zlz > avec C € R.
X x<+C

5.7.2 Equation différentielle de Riccati
Léquation de Riccati s'écrit de la forme suivante::
yl +a(x)y+b(x)y*=c(x).

Pour pouvoir résoudre ce type d'équation, on doit connaitre une solution particuliere yy,
et si c’est le cas on consideére le changement de variable suivant :

u=y-Jo.
ce qui nous ramene a la résolution d’'une équation différentielle de Bernoulli avec n = 2.

Exemple 5.21 On considere l'équation différentielle de Ricatti suivante:
2.0 2.2 1
Xy +x7y :xy—lavecyoz;. (41)

Posons

1: +1
u=y-—-— =u+-—.
Y73 Y X

Léquation (41) devient :
/ u 1
xz(u ——)+x2(u2+2—+—2) =XU.
X x
qui se simplifie en
2( ) u) _
x“|u +u"+2—|=xu.
X
ce qui correspond a l'équation de Bernoulli:

I u 2
u+—+u-=0 (42)
X
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Léquation (42) devient :

!

u 1
—+t—+ 1=0. (43)
us  xu
Onposez:% =z = —z
i <
-z+—+1=0.
X
Ses solutions sont les
z=Cx+xIn|x|, CeR.
Ainsi ]
u(x) = —— et aussi la solution u (x) = 0.
Cx+xIn|x|

Commey=u+ %, on obtient alors des solutions de I'équation (41)

1 1 N 1
=— ou =t
J X J x Cx+xIn|x|
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