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بالمدرسة العليا لعلوم التسيير، أشهد بشرفي    -أ-أنا الموقع أدناه السيد: نشمة ياسين، أستاذ محاضر  

بأن العمل المنجز تحت عنوان: " محاضرات في مقياس رياضيات المؤسسة" الموجه لطلاب الطور الثاني،  

هو نتيجة بحثي وجهودي الشخصية، وتستشهد  شعبة علوم التسيير،  السنة الأولى ماستر جدع مشترك،  

 كمرجع بجميع المصادر المستخدمة.
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 تمهيد
، وجزءا أساسيا من الرياضيات وهي النواة التي تستند  فرع من فروع الرياضيات التطبيقيةهي  رياضيات المؤسسة  

تستخدم منهجية بحوث العمليات وأساليبها في حل المشكلات إليها معظم التخصصات الرياضية والعلمية الأخرى، فهي  
   .واتخاذ القرارات الإدارية

التحديات الإدارية والاقتصادية المتنوعة  نشأت رياضيات المؤسسة كتطبيق علمي للأساليب الرياضية والإحصائية في حل  
 . التي تواجه اتخاذ القرارات في مجال أداء المهام

شائعة التتسم رياضيات المؤسسة بتعدد وتنوع أساليبها، إلا أن لكل أسلوب مجال معين للاستخدام، ومن الأساليب  
الاستخدام وأهميتها في مجال الاقتصاد والتسيير: البرمجة الخطية، نموذج النقل، نموذج التعيين، نماذج شبكات الأعمال، 

 تحليل سلاسل ماركوف، نظرية المباريات، البرمجة الديناميكية، نماذج المحاكاة.

 بداية بالتعرف على مفهوم تقديم أهم مكونات رياضيات المؤسسة،  إلى  من خلال هذه السلسلة من المحاضرات، نهدف 
أهم شروط استخدامها، ثم التعرف على كيفية صياغة نموذج رياضي وطرق الحل لإيجاد الحل   وخوارزمياتها،البرمجة الخطية  

الثنائي وكيفية استنتاج الحل الأمثل مسائل وصولا إلى  تحليل الحساسية،  بالإضافة إلى    الأمثل، كيفية صياغة النموذج 
 .برمجة غير الخطيةالدخل إلى ما وأخير النقل 

لخصت خلالها وبشكل مركز ودقيق ما يجب على الطالب اكتسابه من ور تمارين مقترحة  خصصت عند نهاية كل مح
هذه العناصر، بالإضافة لأمثلة محلولة مستمدة من مشاكل واقعية بغرض ربط الطالب بالواقع العملي لما تم تناوله في  

 الجزء النظري. 
 

   الغرض من المطبوعة:
جدع مشترك، شعبة الموجهة لطلبة السنة أولى ماستر  "محاضرات في مقياس رياضيات المؤسسة"  المطبوعة:هذه  تهدف  

حيث يرتبط استعمال هذه    ،تقريب هذه الطرق والأدوات الرياضية للطالب وكيفية تطبيقها ميدانياإلى    علوم التسيير،
 التقنيات الرياضية بإمكانيات المؤسسة ومواردها وأهدافها، وبقدرات متخذي القرارات فيها.

تطوير مجموعة متنوعة  و تعزيز    الذي يتجه بشكل عام نحو  الخاص بهاته المطبوعة  برنامجالمحتوى من بين أبرز أهداف  و  
 : على النحو التالي من المهارات والقدرات لدى الطلاب

 في المجال الاقتصادي؛خاصة رياضيات المؤسسة  باستخدامات الطالب ف يعر ت -
 تمكين الطالب من فهم البرمجة الخطية؛  -



 ت‌
 

 السياقية؛من المشاكل انطلاقا  الرياضي لأي برنامج خطي لنموذجتمكين الطالب من صياغة ا -
 الأمثل بيانيا وبطريقة سمبلكس؛ حلول لمشاكل البرمجة الخطية والحلتمكين الطالب من إيجاد  -
 ؛ الثلاث للتوزيع واختبار الطريقة الأمثل قلشكل الرياضي، وحل المسألة بالطر باالنقل كتابة مسألة    -
 برمجة غير الخطية. ال  إلى من خلال المحور المخصص لمدخل  الخطيةغير تمكين الطالب من فهم البرمجة وأخيرا  -

 
التعليمية:التعرف على المادة    

 رياضيات المؤسسة  العنوان: -
 منهجية  التعليم:وحدة  -
                04 الأرصدة:عدد  -
   02 المعامل: -
 ساعة  45 الساعي:الحجم  -
 د  30سا   01 الأسبوع(:الساعات في   )عددالمحاضرة  -
 د 30سا  01 الأسبوع(:الساعات في  )عددأعمال توجيهية  -
 %  40 :مستمر ،%60: امتحان التقييم: ةقيطر  -

 : ادةمحتوى الم
 يحتوي البرنامج على المحاور التالية: 

 وصياغة مشكلاتها  البرمجة الخطيةمقدمة حول  المحور الأول: -
 ة الخطي ةمجالبر نماذج طرق حل  المحور الثاني: -
 وتحليل الحساسية  الثنائية المحور الثالث: -
 ل النقلئاسم  المحور الرابع: -
 بقيود أو بدون قيود  برمجة غير الخطيةإلى الدخل م المحور الخامس:  -
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 البرمجة الخطية  : الأول لمحورا

Linear Programming 

 

 تمهيد:
العديد من المجالات مثل إدارة الإنتاج، التخطيط اللوجستيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتي ، تخ تيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيي    البرمجة الخطية تعتبر أداة قيمة للتخطيط واتخاذ القرار في

  .والاقت ادالموارد،  
قرارات مبنية ةلى أدلة رياضتيتيية وةلمية، وتلتات تستيتيه  تلعب البرمجة الخطية دوراً مهمًا في مستيتياةدة المساتيتيستيتيات والفيتيتيراات في اتخاذ  

 .وهي تساةد في تحسين الكفاءة وتقليل التكاليف وزيادة الربحية  في تحقيق التوازن بين الاحتياجات والموارد
 

 اهيم ومصطلحات أساسيةالبرمجة الخطية: مف
 
 :   تعريف البرمجة الخطية -1
 

أالوب رياضي يستخدم لمساةدة المدراء في التخطيط واتخاذ القرارات الإيجابية ب دد توزيع هي ةبارة ةن  " الخطية:  البرمجة  
الموارد البفيرية والمادية المحدودة بين أفضل الااتخدامات المتاحة، بهدف تحقيق أابر ةائد مادي ممكن أو تحقيق أقل تكلفة ممكنة  

 1."ث يحقق هذا التوزيع أفضل نتيجة ممكنة ضمن مجموةة من القيود )المعيقات( والعوامل الثابتة، بحي
، مالية، نقل، تحليل  إنتاجية-" تقنية رياضية تبحث ةن حلول لمفيكلة اقت ادية  :  اما تعرف البرمجة الخطية ةلى أنها 

التقنية الرياضية تستعمل من طرف الموظفين، الإح ائيين والمسيرين   -المفياريع، مباريات أو خدمات واختيار الحل الأمثل، هذه 
 2لإيجاد الطريقة المثلى لتخ ي  موارد المساسة المحدودة المستعملة لااتخدامات مختلفة من أجل تحقيق هدف معين". 

البرمجة الخطية اإحدى طرق رياضيات المساسة، فإنها أداة أو أالوب رياضي تكون فيه العلاقات خطية، وهو يبحث ةن   وةليه
وفق خطوات محددة ومنه جاء م طلح برمجة، أما م طلح خطية نتج  وذلك الأمثل، لإيجاد الحل  تعظي  أو تخفيض( )هدف معين 

 . "في ظل ظروف وشروط وقيود معينة " :، والمق ود منهامن اون القيود هي ةبارة ةن متباينات خطية 
وبما أن المساسة الاقت ادية تستعمل الموارد النادرة وفق مختلف الااتخدامات وذلك بهدف تحقيق أق ى ربح وهذا حسب المعادلة  

 التالية: 
 التكلفة الكلية  –الربح = الإيراد الكلي 

 المستعملة: اما تجدر الإشارة إلى بعض المفاهي  

 
 . 17، ص 2008أحمد محمد الهزاع ال مادي، أااايات بحوث العمليات، دار قنديل للنفير والتوزيع، الطبعة الأولى، ةمان، الأردن،   1
 . 22-21، ص ص 2009بوقرة رابح، بحوث العمليات، مساسة شباب الجامعة، م ر،   2
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البحث ةن البرنامج الذي يحقق الهدف المطلوب أي التقنية الرياضية المستخدمة لإيجاد    : تعني(programming)  البرمجة -
 .الحل الأمثلونعني بها التخطيط لتحقيق هدف معين، يتمثل في    الحل الأمثل.

النموذج من   متغيرات مستقي (خط  )أن جميع العلاقات بين متغيرات النموذج الرياضي خطية    : تعني(linear)  الخطية -
 الدرجة الأولى، أي تغير قيمة المخرجات تبعا لتغير قيمة المدخلات بنفس النسبة. 

 يعرف النموذج ةلى أنه الطبيعة الرياضية لمفيكل ما. : ( (modelالنموذج ) -     
 ويق د بعملية النمدجة صياغة واتابة مفيكل ما في شكل رياضي. :  (modelization)النمدجة  -     

 
 نشأة البرمجة الخطية - 2
 

حيث    1947في الولايات المتحدة الأمريكية انة    George Dantzigظهر أالوب البرمجة الخطية بفيكله الحديث ةلى يد  
تمكن من حل بعض المفياال ال  يعاني منها الاح الطيران الأمريكي في مجالات التخطيط وتحديد برامج ال يانة والتدريب وذلك  

" .ونظرا للتبسيط الذي جاءت به هذه الطريقة تلإضافة    Simplex Methodتلاةتماد ةلى ما يسمى بطريقة السمبلكس "  
إلى انتفيار تكنولوجيا المعلوماتية بفيكل وااع، بدأ ااتعمال هذا الأالوب في الأغراض ال ناةية والاقت ادية والإدارية بفيكل مثير  

 تحتاج إلى وقت وجهد طويلين. للاهتمام في مختلف المساسات مما سمح بحل المفياال المعقدة وال  يمكن حلها يدويا أو ال 

 
 مجالات استخدام البرمجة الخطية   - 3
 

تستخدم البرمجة الخطية في ال المسائل الاقت ادية ال  تهدف إلى البحث ةن قي  المتغيرات الاقت ادية بهدف إيجاد أمثلية الااتخدام 
 في وجود مجموةة من القيود المالية أو التقنية أو هما معا.

 ومن المواضيع ال  تستخدم فيها البرمجة الخطية في مجالات العلوم الاقت ادية، المالية، التجارية، وةلوم 
 التسيير ةامة ما يلي:  

 ؛ : تحديد برنامج إنتاج بما يضمن تقليل التكاليف/ تعظي  الأرتح مع الأخذ في الاةتبار الطلب المتوقعمسائل الإنتاج -
 ؛: المساةدة ةلى تحديد المزيج الإنتاجي الأمثلمسائل المزيج الإنتاجي -
أولية، آلات، مستلزمات الإنتاج المختلفة...( ةلى العمليات )مسائل توزيع الطاقة الإنتاجية المتاحة   - قوى ةاملة، مواد 

 1من خلال تحديد التوليفة المثلى للمنتجات(. )ال ناةية بما يحقق الااتخدام الأمثل لهذه الموارد 
 الدةاية والاشهار؛ مسائل  -

 
 . 1، ص  2017-2016إلياس االم، محاضرات في مقياس رياضيات المساسة، الية العلوم الاقت ادية والتجارية وةلوم التسيير، جامعة محمد بوضياف، المسيلة،   1
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 مسائل النقل؛ -
 مسائل التخ ي ؛ -
 مسائل تخطيط الااتثمار...إلخ.  -

تعظي  ااتخدام رؤوس  ، تعظي  ااتخدام اليد العاملة ، تعظي  طاقات التخزين، تعظي  الإنتاج، تعظي  الأرتححالة التعظيم:  ففي
 التعظي .وغير ذلك من المسائل الواقعية ال  يكون هدفها  الأموال
وغير ذلك من المسائل الواقعية ، تدنئة الأجور الإجمالية، تدنئة ةدد الموظفين، تدنئة الخسائر، تدنئة التكاليفالة التدنئة: ح أما في

 .دنئة ال  يكون هدفها الت
 1افتراضات أساسية في البرمجة الخطية:  -4

 تبني البرمجة ةلى جملة من الافتراضات لعل أهمها:
  2اواء اان ذلك لدالة الهدف أو القيود، ونق د تلتناابية أنه مثلا إذا اان إنتاج الوحدة الواحدة يتطلب    التناسبية:  -

 ااةة ةمل. 20وحدات يتطلب  10ااةة ةمل فإن إنتاج 
  15دينار والربح المحقق من المنتج الثاني يساوي    10الإضافية: معنى ذلك إذا اان الربح المحقق من المنتج الأول يساوي   -

  25=15+10دينار، وتم إنتاج وحدة واحدة من المنتج الأول ووحدة واحدة من المنتج الثاني، فإن مجموع الأرتح ايكون  
 دينار. 

 معنى ذلك أن الحل ليس تلضرورة أن يكون أةداد طبيعية بل يمكن أن يكون ةدد اسري. قابلية القسمة:  -
حيث يفيترط أن تكون دالة الهدف والقيود ةبارة ةن معادلات أو مترجحات تحتوي ةلى متغيرات من الدرجة  الخطية:  -

 الأولى. 
 : أي أن قي  جميع المتغيرات موجبة أو معدومة.عدم السلبية -
يجب أن تكون جميع المعلومات ال  تعتمد ةليها البرمجة الخطية مسادة ولا تتغير خلال فترة الدرااة، اواء  التأكد التام:  -

 تعلق الأمر بدالة الهدف أو القيود.

 شروط استخدام البرمجة الخطية - 5
يعتمد أالوب البرمجة الخطية ةلى مجموةة من الفيروط أو الفرضيات الواجب توفرها من أجل التعبير ةن المفيكلة المواجهة 

 رياضيا وأهمها: 
 أي وجود ةلاقة خطية بين المتغيرات في ال من دالة الهدف واذلك القيود؛ :linearityالعلاقة الخطية  ✓
 يجب أن يكون من الممكن التعبير ةن مختلف العوامل في المسألة في شكل امي؛ ✓
القي  العددية الموجودة في دالة الهدف والقيود   يجب أن يتوفر ةن ر التأاد من مختلف المعطيات ال  تفيكل المسألة؛ ✓

   ؛معروفة ولا تتغير في فترة الدرااة 

 
، الية العلوم الاقت ادية والتجارية وةلوم التسيير، جامعة العربي بن مهيدي، أم البواقي،  QMفاتح لقومي، رياضيات المساسة، محاضرات مدةمة بأمثلة محلولة تاتخدام برنامج    1

 . 7ص انة،بدون 
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 ةلاقة تأثير بين المجاهيل؛  ✓
 توفر البدائل؛ ✓
المواد الأولية   الإنتاج أوالقابلية للضرب والقسمة: أي هناك إمكانية الحساب من خلال الطريقة الثلاثية لكميات   ✓

 اللتان تجمعها ةلاقة طردية، وأنه توجد ةلاقة طردية بين المدخلات والمخرجات في دالة الهدف؛
الإضافية: أي ةدم وجود تداخل في إنتاج العتين ةلى نفس الآلة، بل الوقت الإجمات للنفياط هو الوقت الخاص   ✓

 بإنتاج السلعة الأولى زائد الوقت الخاص بإنتاج السلعة الثانية وهكذا؛ 
 .ةدم السالبية: وذلك فيما يخ  قي  المتغيرات لكي يكون هناك انسجام مع أن الكميات لا تكون االبة  ✓

 عناصر البرمجة الخطية  - 6
 

 يتكون نموذج البرمجة الخطية من ثلاثة ةناصر هي: 
يجب العمل دوما ةلى تحديد الهدف المنفيود من وراء حل المفيكلة، هذا    :objective function  دالة الهدف -أ

، وتكون مسلفة من متغيرات تعويضات(الهدف قد يكون تعظي  )أرتح، فوائد، إنتاجية( أو تخفيض )تكاليف، مسافة،  
 " متغيرات القرار".: من الدرجة الأولى تدةى بتي

هي مجموةة المحددات ال  لا يستطيع متخذ القرار التحك  فيها ولكنه يحاول الوصول إلى   : contraintsالقيود   -ب
 أفضل قرار في ظلها. حيث يت  تجسيدها في شكل متباينات ومعادلات رياضية. 

أن تكون المتغيرات غير االبة شرط عدم السلبية -ت ، لكونها ترتبط بكميات مادية، وهذه : يفيترط البرنامج الخطي 
فيها المتغيرات االبة وتتطلب حلولا   أن هناك حالات خاصة تكون  قي  االبة. إلا  أن تساوي  الأخيرة لا يمكن 

   خاصة.

 optimization problemsمشـاكل الأمثلية  - 7
تعتمد ةلى متغير أو متغيرات وتسمى هذه   قيمتيتيتيتيتيتية لدالة مفياال الأمثلية هي تلك المفيتيتيتيتيتيتياال ال  نبحث فيهتيتيتيتيتيتيا ةن أابر أو أصتيتيتيتيتيتيغر 

وتخضع هتيتيتيتيتيتيذه الدالة إلى قيتيتيتيتيتيتيود متمثلة في معادلات أو متباينات تربط وتحك     Objective functionالدالة بدالة الهدف 
وهي ال     ، VariablesDecisionبمتغيرات القرار  n,… x2, x1x  ونطلق ةلى المتغيرات ،  المتغيرات بعضتيتيتيتيتيتيتيتيها تلبعض

 دالة الهدف. تدنئة  أو لتعظي نبحث ةن قيمها 

 Programming  Problems  البرمجة مشـاكل - 8

 مواد،للموارد المحدودة )ةمالة،    Optimal Allocation مفياال البرمجة هي المفيتيتيتياال ال  تتطتيتيتيلب إيجاد التوزيع الأمثل    
 لتحقيق أهداف معينة.  أموال، الخ(  آلات،
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 Linear Programming Problems البرمجة الخطية مشـاكل - 9 

أو أصتيتيتيتيتيتيتيتيتيغر قيمة لدالة هدف خطية طبقتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيا لقيود خطية. بمعنى أن العلاقة ال  تربط بين    أابروهي المفيتيتيتيتيتيتيتيتيتياال ال  تتطلب إيجاد 
 .(1=أو معادلات من الدرجة الأولى، الأس   )متبايناتالمتغيرات بعضها تلبعض هي ةلاقة خطية 

 الشكل العام للبرنامج الخطي - 10
 1الاقت ادية والإدارية ال  تقود نماذج رياضية خطية تت ف تل فات التالية: إن جميع المواقف 

أابر ربح، )تدةى متغيرات القرار ال  يجب تحديد قيمتها للوصتيتيتيول إلى الهدف المنفيتيتيتيود  وجود عدد من المتغيرات:  -أ
 أقل تكلفة(، نرمز لهذه المتغيرات بتيتي:

n,x…………,3,x2,x1x 

 : يعبر ةنه رياضيا بدالة خطية تدةى دالة الهدف، وتأخذ الفيكل العام التات:إليهوجود هدف يراد الوصول  -ب

Z = ∑ 𝑪𝒋 𝒙𝒋
𝒏
𝒋=𝟏 

 وت نف الأهداف ال  تعالجها البرمجة الخطية إلى مجموةتين:

  Maximisationتعظيم دالة الهدف  ✓
اأن نستيتيتيتيتيعى إلى تعظي  الربح أو الإنتاج، أو تعظي  ااتيتيتيتيتيتخدام الموارد المتاحة ورؤوس الأموال واليد العاملة، تعظي  طاقات التخزين،  

 ويرمز لدالة الهدف في هذه الحالة اما يلي: 

Max(Z) = ∑ 𝑪𝒋 𝒙𝒋
𝒏
𝒋=𝟏 

  Minimisationدالة الهدف  دنئةت ✓
أدنى حد ممكن، أو تقليل الخستيتيتيتيتيتيتيائر، تخفيض الوقت الضتيتيتيتيتيتيتيائع وزمن غياب العاملين، تقليل اأن نستيتيتيتيتيتيتيعى إلى تخفيض التكاليف إلى  

 زمن تعطل الآلات، تقليل المخاطرة في الفيغل، ويرمز لدالة الهدف في هذه الحالة اما يلي:

Min(Z) = ∑ 𝑪𝒋 𝒙𝒋
𝒏
𝒋=𝟏 

تدةى الفيتيتيتيتيتيتيتيتيتيتيروط الخطية أو قيود المستيتيتيتيتيتيتيتيتيتيألة، وهي   يعبر ةنها رياضتيتيتيتيتيتيتيتيتيتييا بمتراجحاتوجود علاقة تأثير بين المتغيرات:  -ت
مجموةة من المحددات ال  تحد من درجة تحقيق الأهداف، فعملية تحقيق الهدف تفيتيتيتيترط الااتيتيتيتجابة لهذه المتطلبات 

 بفيكل جماةي، وتأخذ أحد الفيكلين التاليين:

 
ص  ، ص 2120-2020العلوم الاقت ادية والتجارية وةلوم التسيير، جامعة أالي محند أولحاج، البويرة،  ةالي  المساسة،حمادي خديجة، محاضرات وتمارين في مقياس رياضيات    1
4-5 . 
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∑𝒂𝒊𝒋 𝒙𝒊

𝒏

𝒋=𝟏

 ≤  𝒃𝒊                             ; 𝒊 = 𝟏, 𝟐, ……… ,𝒎 

 Max ذا اانت دالة الهدف من نوع تعظي  أي إ

∑𝒂𝒊𝒋 𝒙𝒊

𝒏

𝒋=𝟏

 ≥  𝒃𝒊                             ; 𝒊 = 𝟏, 𝟐, ……… ,𝒎 

 Minإذا اانت دالة الهدف من نوع ت غير أي 
 حيث أنه في الا الفيكلين: 

n  :  .تعبر ةن ةدد المتغيرات في النموذج الخطي 
m : .)ةدد قيود المسألة) ةدد الفيروط الخطية 

ija :  .أةداد حقيقية تدةى معاملات المتغيرات في قيود المسألة 

ijb : .أةداد حقيقية تعبر ةن الموارد المتاحة أو المتطلبات اللازمة لكل قيد من قيود المسألة 
أن تحقق المتغيرات شتيتيروط معينة بغض النظر ةن مردودها من حيث الهدف الذي   بتوفر مجموةة من الفيتيتيروط: يج -ث

 يجب تحققه.
 1بناءا ةلى ما ابق فإن البرنامج الخطي في حالة التعظي  يأخذ الفيكل النظامي التات:
Max(Z) = ∑ 𝑪𝒋 𝒙𝒋

𝒏
𝒋=𝟏 

∑𝒂𝒊𝒋 𝒙𝒊

𝒏

𝒋=𝟏

 ≤  𝒃𝒊                             ; 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … …… ,𝒎 

𝒙𝒊 ≥ 𝟎 
 أو تلفيكل المف ل:

Max(Z) =𝒄𝟏𝒙𝟏 + 𝒄𝟐𝒙𝟐 + 𝒄𝟑𝒙𝟑 + ⋯+ 𝒄𝒏𝒙𝒏  

s/c  {
𝒂𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟏𝟐𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒂𝟏𝒏𝒙𝒏  ≤ 𝒃𝟏

𝒂𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟐𝟐𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒂𝟐𝒏𝒙𝒏  ≤ 𝒃𝟐

…
𝒂𝒎𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝒎𝟐𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒎𝒏𝒙𝒏  ≤ 𝒃𝒎

 

 
𝒙𝟏 ≥ 𝟎,      𝒙𝟐 ≥ 𝟎, 𝒙𝟑 ≥ 𝟎… , 𝒙𝒏 ≥ 𝟎 

 

 
1 Salim Haddadi, programmation linéaire une approche mathématique et algorithmique, ellipses édition, 2021, 

p13. 
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 وب يغة الم فوفات يأخذ الفيكل التات:
Max(Z) =𝑪/𝑿 

s/c  {
𝒂𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟏𝟐𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒂𝟏𝒏𝒙𝒏  ≤ 𝒃𝟏

𝒂𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟐𝟐𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒂𝟐𝒏𝒙𝒏  ≤ 𝒃𝟐

…
𝒂𝒎𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝒎𝟐𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒎𝒏𝒙𝒏  ≤ 𝒃𝒎

 

 حيث:
Max(Z) =𝑪/𝑿 

s/c {𝑨𝑿 ≤ 𝑩
𝑿 ≥ 𝟎

 

𝑨𝒎∗𝒏 = [

𝒂𝟏𝟏

𝒂𝟐𝟏

…

   𝒂𝟏𝟐 …
  𝒂𝟐𝟐 …

…

𝒂𝟏𝟒

𝒂𝟐𝟒

… .
 
    𝒂𝟏𝟓

   𝒂𝟐𝟓

…

  𝒂𝟏𝟔 ……
   𝒂𝟐𝟔 ……  

…

𝒂𝟏𝒏

𝒂𝟐𝒏

…
𝒂𝒎𝟏    𝒂𝒎𝟐 ……… ……… . ..    . 𝒂𝒎𝒏

]  

𝑿 = 

[
 
 
 
 
𝒙𝟏

𝒙𝟐
𝒙𝟑

…
𝒙𝒏]

 
 
 
 

 

𝑩 = 

[
 
 
 
 
𝒃𝟏

𝒃𝟐

𝒃𝟑

…
𝒃𝒎]

 
 
 
 

 

𝑪 =  [𝒄𝟏   𝒄𝟐     𝒄𝟑 …………… . 𝒄𝒏] 
 

 حالة ت غير فيأخذ الفيكل النظامي التات:أما البرنامج الخطي في 

Min(Z) = ∑ 𝑪𝒋 𝒙𝒋
𝒏
𝒋=𝟏 

∑𝒂𝒊𝒋 𝒙𝒊

𝒏

𝒋=𝟏

  𝒃𝒊                             ; 𝒊 = 𝟏, 𝟐, …… … ,𝒎 

𝒙𝒊 ≥ 𝟎 
 أو تلفيكل المف ل:
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Min(Z) =𝒄𝟏𝒙𝟏 + 𝒄𝟐𝒙𝟐 + 𝒄𝟑𝒙𝟑 + ⋯+ 𝒄𝒏𝒙𝒏 

s/c  {
𝒂𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟏𝟐𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒂𝟏𝒏𝒙𝒏 𝒃𝟏

𝒂𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟐𝟐𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒂𝟐𝒏𝒙𝒏 𝒃𝟐

…
𝒂𝒎𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝒎𝟐𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒎𝒏𝒙𝒏 𝒃𝒎

 

𝒙𝟏 ≥ 𝟎, 𝒙𝟐 ≥ 𝟎, 𝒙𝟑 ≥ 𝟎 … , 𝒙𝒏 ≥ 𝟎 
 أما ب يغة الم فوفات فيأخذ الفيكل التات:

Min(Z) =𝑪/𝑿 

s/c {𝑨𝑿  𝑩
𝑿 ≥ 𝟎

 

 فإن مسائل البرمجة الخطية يمكن تمثيلها وفق ثلاث صيغ هي:  وللإشارة •
: ةادة ما تكتب البرامج الخطية في بداية وضعها ةلى شكل (mixed form)   الصيغة العامة) المختلطة( -أ

 (.  ≤،   =،   ≥صيغة ةامة تحتوي ةلى ال الإشارات ) 
 فقط.  ≤أو  ≥: هي ال يغة ال  تحتوي ةلى إشارتي (canonical form)الصيغة القانونية  -ب

 ؛   (Max)فإذا اانت ال يغة تحتوي ةلى إشارة أقل أو تساوي فإننا نبحث ةن التعظي  - 
 ؛  (Min)أما إذا اانت ال يغة تحتوي ةلى إشارة أابر أو تساوي، فإننا نبحث ةن التخفيض -

المعيارية -ت النموذجية    الصيغة  إشارة (standard form )  أو  ةلى  تحتوي  ال   ال يغة  هي                  يساوي  : 
 فقط. ( =  )

          مراحل صياغة النموذج الرياضي للبرمجة الخطية:  -11
هو أه  خطوة في البحث ةن الأمثلية، ويق د به تحويل المسألة من واقع الامي مسرود في تعابير تفيكيل أو بناء البرنامج الخطي 

أدبية إلى شكل مسألة م اغة في قالب رياضي واضح، متكون من ةدد من المتغيرات، به دالة هدف تكون إما في حالة تعظي  أو 
 تدنئة، وةدد من القيود تكون إما في شكل معادلات أو متراجحات أو هما معا.

 التات يوضح خطوات البحث ةن الأمثل.الفيكل المبسط 
 خطوات البحث عن الأمثلية يوضحشكل 

 
 
 

 
 
: من إةداد الباحثلمصدرا  

تعد ةملية صياغة النموذج الرياضي من الخطوات المهمة في بحوث العمليات، ففي هذه المرحلة تحول القضية المدرواة من شكلها 
الطبيعي، إلى مسألة رياضية، وهذا ينطوي ةلى تبسيط المفيكلة وبيان أثر البيئة المحيطة بها وهنا تتجلى مهارة واضعي النموذج لأن  

من واقع مفيكلة 
 فيمسرود الامي 

 قطاع معين

صياغة المفيكلة في قالب رياضي 
%100والذي يمثل المفيكلة   

حل النموذج الرياضي والذي 
 يمثل حل المفيلكة

1 2 3 
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  البيئة المحيطة تحتوي العديد من العوامل المسثرة وإدخالها في النموذج يجعل المسألة معقدة ويجعل ةمليات البحث ةن الحل طويلة وغالبا 
غير ةملية يتوجب تبسيط النموذج الرياضي قدر المستطاع، أي ةدم إدخال المسثرات الضعيفة في النموذج دون أن يطال المسشرات 

 ، لأن هذا قد يضلل الباحث، ويقود إلى نتائج خاطئة. المهمة )الفعالة(
تحدد الاتجاه )الخط( الأاااي للنظام    متغيرات، قيودا، مقاييس( ال )يختلف ةن النظام الأصلي حيث يختوي فقط العوامل الأاااية  

 الحقيقي.
 ةلى النحو التات: طريقة النمذجة والتحليل في البرمجة الخطيةوبفيكل مف ل يمكن توضيح 

 النمذجة والتحليل في البرمجة الخطية طريقة  يوضحشكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Source : Gérald Baillargeon, programmation linéaire appliquée, outils d’optimisation et d’aide à 
la décision, les éditions SMG, Québec,1996, p06. 

 

 تحديد المشكل المراد العمل على تحسينه

 الحل الرياضي للنموذج
 باستعمال تقنيات البرمجة الخطية

تحليل الحساسية للحل الأمثل لبعض 
 التغيرات لعناصر النموذج البرمجة الخطي

 تطبيق النموذج والمتابعة

الخطيبناء نموذج البرمجة   

لول المثلى للنموذجتحديد الح  

ليل ما بعد الحل الأمثلتح  
Post-optimal analysis 

 

متغيرات القرارتحديد   

شكيل القيودت  

 تشكيل دالة الهدف
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: كخلاصة لما سبق ذكره   
 : لتفيكيل البرنامج الخطي ينبغي

 (، Min( أو التدنئة )Maxتحديد طبيعة المفيكلة)الهدف(: تحديد نوةها إما التعظي  ) -
 ، ال  تمثل المجاهيل للمفيكل المدروس تحديد المتغيرات  -
ثم تفيكيل جدول المسألة بعد ذلك، بحيث يحتوي هذا الجدول ةلى جميع ةناصر المسألة من متغيرات وقيود واذا الكميات   -

 المحددة لدالة الهدف،  
وقبل ذلك ينبغي التأاد من تجانس المعطيات، إذ ينبغي أن تكون وحدات قياس العناصر المتفيابهة متجانسة، اما ينبغي   -

 أن تكون وحدات قياس العناصر المكونة لدالة الهدف أيضا متجانسة، 
 تحديد القيود والحدود أي شروط وظروف المساسة في شكل متراجحات ومعادلات، -
 التكوين النهائي للمفيكلة أي تلخي ها في شكل نموذج رياضي يفيمل دالة الهدف والقيود، -
 شرط ةدم السلبية. -

 . أن يعطي نظرة واضحة حول ايفية تفيكيل البرنامج الخطي لمسألة ما ة التالي لأمثلة ويمكن ل 

 أمثلة تطبيقية:
 

  : 1مثال
 وذلك تاتخدام نوةين من المادة الأولية وذلك حسب الاحتياجات التالية:   B,A بإنتاج نوةين من التجهيزات     (x)تقوم مساسة  

A  :4 2وحدات من م 2، و 1وحدات من م . 
B :5 2وحدات من م 4و  1وحدات من م . 

 المطلوب: 
دج في حين أن الكمية   12هو   Bدج ومن  9هو    Aتحديد النموذج الرياضي لهذه المسألة إذا ةلمت أن ربح الوحدة الواحدة من  

 وحدة.  120هي  2وحدة ومن المادة الثانية م 200هي  1المتاحة من المادة الأولى م
 الحل: 

 : تحديد النموذج الرياضي  
 )الهدف(تحديد طبيعة المشكلة  : 1الخطوة -
من المسألة أن المساسة تسعى إلى تحديد الكميات ال  تنتجها من ال نوع وال  تحقق لها أابر ربح ممكن، وةليه المساسة يتضح   

 .Max (Maximisation)تهدف إلى تعظي  أابر ربح ممكن، إذن دالة الهدف من النوع 
 نوع المتغيراتتحديد  : 2الخطوة -

 الكميات الواجب إنتاجها من الا النوةين من التجهيزات هناك مجهولين: تسعى المساسة إلى تحديد 
 1𝑥  ةدد الوحدات المنتجة من :A  . 
 2𝑥  ةدد الوحدات المنتجة من :B  . 
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 في جدول  تمثيل معطيات المثال: 3الخطوة -
 جدول المسألة 

  B A القيود 
 1م 4 5 200

 2م 2 4 120
 ربح 9 12 

 
 الهدف: دالة صياغة  : 4الخطوة -

𝑴𝒂𝒙(𝒁) =  𝑨ربح + 𝑩ربح    → 𝑴𝒂𝒙(𝒁) =  𝟗𝒙𝟏 + 𝟏𝟐𝒙𝟐 
 

 القيود: 

{
𝟒𝒙𝟏 + 𝟓𝒙𝟐 ≤ 𝟐𝟎𝟎
𝟐𝒙𝟏 + 𝟒𝒙𝟐 ≤ 𝟏𝟐𝟎

 
 عدم السلبية:  شرط 

𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ≥ 𝟎 
    ومنه النموذج: 

𝑴𝒂𝒙(𝒁) =  𝟗𝒙𝟏 + 𝟏𝟐𝒙𝟐 
{
𝟒𝒙𝟏 + 𝟓𝒙𝟐 ≤ 𝟐𝟎𝟎
𝟐𝒙𝟏 + 𝟒𝒙𝟐 ≤ 𝟏𝟐𝟎

 
𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ≥ 𝟎 

 
 

 : 2مثال
قطع من   4صفائح خفيبية و  3تقوم مساسة ما بإنتاج الكرااي والطاولات وبيعها للمدارس، حيث أن إنتاج اراي واحد يتطلب 

قطع من الحديد، وبعد بيعها 7صفائح خفيبية و  6دج، أما إنتاج الطاولة الواحدة فيتطلب    250الحديد، وبعد بيعه يحقق ربحا قدره  
 قطعة من الحديد.  320قطعة خفيبية و 180ساسة لا تتوفر إلا ةلى دج، حيث أن الم 430تحقق ربحا قدره 

 فما هي الكميات المثلى الواجب إنتاجها من الا المنتجين، وال  تحقق لمساسة أابر ربح ممكن؟  
 الحل: 

 تحديد طبيعة المشكلة )الهدف( : 1الخطوة -
من المسألة أن المساسة تسعى إلى تحديد الكميات ال  تنتجها من ال نوع وال  تحقق لها أابر ربح ممكن، وةليه المساسة يتضح   

 .Max (Maximisation)تهدف إلى تعظي  أابر ربح ممكن، إذن دالة الهدف من النوع 
 تحديد متغيرات القرار  : 2الخطوة -

1𝑥  تمثل امية الكرااي ال  اوف تنتجها المساسة وتحقق لها أابر ربح؛ : 
2𝑥 تمثل امية الطاولات ال  اوف تنتجها المساسة وتحقق لها أةظ  ربح؛ : 
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 في جدول  تمثيل معطيات المثال: 3الخطوة -
 جدول المسألة 

 الربح الحديد  الخشب 
 250 4 3 الكراسي 
 430 7 6 الطاولات 

  320 180 المتاحة الكمية 
 
 :4الخطوة -

 صياغة دالة الهدف  -       
 إن ربح المساسة ناتج ةن إنتاج وبيع ال من الكرااي والطاولات وةليه: 

 إنتاج الكراسي: 
 ( 250 *1يحقق ربحا قدره )  واحد  إنتاج اراي

 ( 250 * 2اي يحقق ربحا قدره )اكر ال من 2إنتاج 
 ( 1𝑥   * 250 اراي يحقق ربحا قدره )  1𝑥 إنتاج

 إنتاج الطاولات 
 ( 430 *1يحقق ربحا قدره ) واحدة  إنتاج طاولة 

 ( 430 *2يحقق ربحا قدره )  تانطاول (2)إنتاج 
 ( 2𝑥  * 430طاولة يحقق ربحا قدره ) 2𝑥 إنتاج

 ةلى النحو التات: وةليه بما أن هذه المساسة تسعى إلى تعظي  أرتحها فإنه يمكن صياغة دالة الهدف 
 2 + 430 x 1= 250 x )Z(Max  

 صياغة القيود الوظيفية:  -
 فعلى المساسة أن تحترم ما تتوفر ةليه من مواد أولية ةند تعظيمها لأرتحها. 

 المادة الأولية الأولى)الخشب(:           
( والخفيب المستخدم لإنتاج الطاولات 1𝑥 x 3) تمثل امية الخفيب الكلية مجموع الخفيب المستخدم في إنتاج الكرااي

(2𝑥 x  6 والذي يجب )قطعة. وهذا يمكن التعبير ةنه رياضيا تل ياغة   180يتجاوز الكمية المتاحة والمقدرة بتي  ألا
 التالية: 

180 ≤ 2+ 6 x 13 x 
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 المادة الأولية الثانية) الحديد(:        
المستخدم لإنتاج الطاولات  الحديد( و1𝑥 * 4)  الحديد المستخدم في إنتاج الكراايتمثل امية الحديد الكلية مجموع 

(2𝑥 * 7)  قطعة. وهذا يمكن التعبير ةنه رياضيا تل ياغة   320والذي يجب أن لا يتجاوز الكمية المتاحة والمقدرة بتي
 التالية: 

320 ≤ 2+ 7 x 14 x 
 قيود عدم سلبية المتغيرات:  -

 من الكرااي والطاولات لا يمكن أن يكون بكميات االبة.حيث أن إنتاج ال 
 فإما يكون موجبا أو معدوما، وهو ما يعبر ةنه تل ياغة التالية: 

0  ≥2  𝑥0                 ≥ 1𝑥 
 وةليه بتجميع ال يغ الرياضية المح ل ةليها اابقا، نح ل ةلى الفيكل النهائي لنموذج البرمجة الخطية: 

 
 x 1Max Z = 250 x 430 + 2 دالة الهدف            

 Soumise aux contraintesتحت القيود   
 x 13 x 6 +2 ≥ 180قيد الخفيب  
 x 14 x 7 +2 ≥ 320قيد الحديد  

 1𝑥 ≤ 0قيد ةدم البية المتغيرة الأولى   
 𝑥  2≤  0قيد ةدم البية المتغيرة الثانية 

 : 3مثال
 ورشات لإنتاج ثلاثة أنواع من المنتوجات هي:  ثلاثمساسة اقت ادية بها 

 خزائن حديدية؛  -
 مكاتب إدارية؛  -
 ارااي. -

 بحيث أن ال منتوج يمر ةبر الثلاث ورشات ةلى النحو التات:
ةمال وال ةامل 4ااةة ةمل يوميا ) أي  32الورشة الأولى: تجري بها ةملية صناةة الهياال، طاقة العمل الق وى بها هي:  •

 ااةات يوميا(؛  8يفيتغل 
 ااةة ةمل يوميا؛  24الورشة الثانية: تجرى بها ةملية ترايب الملحقات، طاقة العمل الق وى بها هي:  •
 ااةة ةمل يوميا.  16الورشة الثالثة: تجرى بها ةملية الإنهاء )طلاء، تزيين، تغليف( طاقة العمل الق وى بها هي:  •

هذه المساسة تسعى لتحقيق أابر ربح ممكن، ولأجل ذلك بينت لها الدرااة التقنية ال  قامت بها أن الوحدة الواحدة من المنتوج 
ااةة ةمل في الورشة الثانية، وااةة ةمل في الورشة الثالثة، بينما الوحدة    2ااةات ةمل في الورشة الأولى، و  4الأول تتطلب  

ااةة ةمل في الورشة   2ااةات ةمل في الورشة الثانية،    4ااةات ةمل في الورشة الأولى،    4لب  تتط  2الواحدة من المنتوج  
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  1ااةات ةمل في الورشة الثانية، و  3تتطلب خمس ااةات ةمل في الورشة الأولى، و  3الثالثة، وأخيرا الوحدة الواحدة من المنتوج  
 ااةة ةمل في الورشة الثالثة. 

 اما أن الربح ال افي للوحدة الواحدة من ال منتوج هو:  
 دج؛ 200المنتوج الأول:  -
 دج؛  150المنتوج الثاني:  -
 دج.  120المنتوج الثالث:  -

إنتاجها من ال منتوج لأجل تعظي  ربح هذه  أوجد ال يغة الرياضية لهذه المسألة وال  من شأنها إيجاد الكميات الواجب المطلوب: 
 المساسة؟

 
 : الحـــل

 
في إيجاد ال يغة الرياضية هي تحديد المتغيرات: بما أن المساسة تبحث ةن الكميات الواجب إنتاجها    أول خطوة  -

من ال منتوج لتعظي  أرتحها لذلك فإن المجاهيل هي ةدد الخزائن وةدد المكاتب وةدد الكرااي، وهي تلتات  
 متغيرات المسألة، لذلك نضع:  

 ؛ 1Xةدد الخزائن:  •
 ؛ 2Xةدد المكاتب:  •
 . 3Xةدد الكرااي:  •

ثاني خطوة هي تحديد جدول المسألة: وهو جدول مساةد يحتوي ةلى ال ةناصر القيود وةناصر دالة الهدف،  -
بحيث توضع المتغيرات بفيكل ةمودي ومعطيات القيود ودالة الهدف بفيكل أفقي وذلك اما يظهر في الجدول  

 التات:

 جدول المسألة 
 منتوجات 

 ورشات  
الطاقة القصوى  المستغرق في كل ورشة بالساعاتالوقت 

 3X: 3المنتوج  2X: 2المنتوج 1X: 1المنتوج ملعاعة للورشات س
 32 5 4 4 الورشة الأولى 
 24 3 4 2 الورشة الثانية 
 16 1 2 1 الورشة الثالثة 

  120 150 200 ربح الوحدة الواحدة )دج(  
 

 : يلخ  الجدول السابق معطيات المسألة 
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  4*2وإنتاج وحدتين يتطلب   1ااةات ةمل في الورشة    4يتطلب    لأولأجل إنتاج وحدة واحدة من المنتوج امن   -
من ال   واحدة  وحدة  إنتاج  تم  ما  وإذا  ةمل،  تلنسبة ااةات  يتطلب    منتوج  ذلك  فإن  الأولى،  للورشة 

ااةة ةمل وإذا ما أريد   32ااةة ةمل، بينما الطاقة الق وى للورشة الأولى هي    13=    5*1+ 4*1+ 4*1
 .4*4+1*5+2*3من ال منتوج، فإن وقت العمل المستغرق في الورشة الأولى هو:    1x،2x،3xإنتاج الكميات  

ااةة ةمل، وهي الطاقة الق وى لهذه الورشة، وتلمثل تلنسبة لبقية المنتوجات، وةليه نستنتج منظومة القيود    32يتجاوز    ألاويجب  
 التالية:  

 5x2+4x14x+3   ≥ 32  قيد الورشة الأولى:   -
  3x2+4x12x+3   ≥ 24  قيد الورشة الثانية:  -
 1x2+2x12x+3   ≥ 16  قيد الورشة الثالثة:  -

 وبما أن الكميات يستحيل أن تكون االبة، لذلك فإن القيد الأخير يكتب اما يلي:  
0≥3, X 0≥20  ,  X≥1X 

 
دج، وةند إنتاج وحدتين فإن الربح  200تجلب ربحا مقداره    1اما يظهر من خلال الجدول أيضا أن الوحدة الواحدة من المنتوج  

وتلمثل تلنسبة للمنتوجين    X*1200يجلب للمساسة    1Xدج، وتلتات إنتاج الكمية    400المح ل ةليه من المنتوج الأول هو  
 الثاني والثالث، وةليه ت م  دالة الهدف ةلى النحو التات:

3+120X2+150X1(Z)=200X Max 
في أةظ  قيمة لها دون تجاوز قدرات الورشات، وةليه يكون البرنامج الخطي    Zال  تجعل من    ixأي أن الهدف هو إيجاد قي   
 للمسألة ةلى الفيكل التات:  

3+120X2+150X1Z=200X Max 
 
 

 
 
 
 
 

للمسألة إلى شكلها الرياضي وهو ما ي طلح ةليه بتفيكيل البرنامج ونكون بذلك قد انتقلنا من الفيكل الوصفي 
الخطي أو بناء النموذج الخطي، وهو مسلف من مجمعين أااايين: الأول هو دالة الهدف المراد تعظيمها، والثاني هو 

 مجموةة القيود ال  يجب احترامها. 
 

 

32 ≤ 3+5x2+4x14x 
24 ≤ 3+3x2+4x12x 
16 ≤ 3+1x2+2x12x 

 
≥03x0,  ≥20, x≥1x 

 

     s/c 
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 : ةقترحمرين اتم
 :1تمرين

مساسة ل نع الأثاث المنزت تنتج نوةين من الأارة غير أن طاقة تموينها بمادة الخفيب محدودة إذ لا تتاح لها أابوةيا اوى 
 ااةة ةمل خلال نفس الفترة.   72صفيحة خفيبية، اما أن ورشة العمل لا يمكنها أن تتسع لأاثر من  12

 إذا ةلمت أن: 
 ( ااةات ةمل؛ 10( من الخفيب و )02السرير الواحد من النوع الأول يتطلب صفيحتين )

 ( ااةات ةمل؛ 08( من الخفيب و )01السرير الواحد من النوع الثاني يتطلب صفيحة واحدة )
 دج للنوع الثاني؛800دج و1300ثمن السرير الواحد من النوع الأول هو 

 دج للنوع الثاني.200دج و300تكلفة السرير الواحد من النوع الأول هو 
 المطلوب:  

 أوجد البرنامج الخطي الذي من شأنه تعظي  إيراد المساسة؟
 أوجد البرنامج الخطي الذي من شأنه تعظي  ربح المساسة؟

 أاتب البرنامج الخطي ةلى الفيكل الم فوفي؟
 

 :2تمرين 
ولإنتاج وحدة   الإنتاج،ينتج أحد الم انع نوةين من الإنتاج من العة واحدة النوع العادي والممتاز، ويستخدم آلتان في  

واحدة من النوع العادي يجب تفيغيل الآلة الأولى لمدة ااةتين والثانية لمدة ااةة واحدة، ولإنتاج وحدة واحدة من النوع 
 الممتاز يجب تفيغيل الآلة الأولى لمدة ااةة واحدة والثانية لمدة ااةتين، فإذا ةلمت أن: 

 دينار.  1.5من النوع الممتاز هو دينار بينما ربح الوحدة الواحدة  2الواحدة من النوع العادي هو  دةربح الوح -
 ااةات.  8الطاقة الإنتاجية لكل آلة لا تتجاوز   -

 المطلوب: 
 الرياضي )الخطة الإنتاجية( ال  تحقق أابر ةائد ممكن للم نع. النموذجإيجاد  -

 
 :3تمرين  

الدرااات ال  توصلت إليها يجب أن تنتج احد أدنى من الأنواع تنتج شراة ياتنية ثلاثة أنواع من أجهزة التلفاز وحسب 
 الثلاثة الكميات التالية: 

 جهاز من النوع الأول.  200 -
 جهاز من النوع الثاني.  250 -
 جهاز من النوع الثالث.  100 -
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ااةة ةمل،    1000وحدة من الوحدات القابلة للت نيع للأنواع الثلاثة واذلك يتوفر لديها    2000ويتوفر للفيراة  
 وةدد الوحدات القابلة للت نيع والربح لكل جهاز:الجدول التات يبين متطلبات ووقت الإنتاج 

 
وقت الإنتاج   ربح/ جهاز 

 بالساعات
عدد الوحدات  
القابلة لتصنيع 

 جهاز واحد 

 النوع

10 2,0 1,0 1 
14 1,2 1,5 2 
12 1,0 4,0 3 

 
 المطلوب: 

 الرياضي لزيادة أرتح الفيراة إلى الحد الأق ى. النموذجبناء  -
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 المحور الثاني: طرق حل نماذج البرمجة الخطية 
 

 تمهيد
 - الطريقة البيانية- الخطي حل البرنامج 

 :خطوات الحل باستخدام الطريقة البيانية         
 (Max)  في حالة التعظيم -           
 (Min)  في حالة التدنئة   -           
 حالات خاصة في الحل البياني  -           

 البرمجة الخطية طريقة السمبليكس أو طريقة الجداول
 إيجاد الحل في حالة التعظيم  -
 إيجاد الحل في حالة التدنئة )التخفيض(  -
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 تمهيد
 

إيجاد قي  المتغيرات ال  تجعل من دالة الهدف في أمثل قيمة لها دون تجاوز حدود القيود، نعني بحل البرنامج الخطي  
 اواء اانت دالة الهدف في حالة تعظي  أو في حالة تدنئة، ويمكن إيجاد حل للبرنامج الخطي بإحدى الطريقتين: 

 متغيرين ةلى الأاثر.الطريقة البيانية: وهي شائعة الااتخدام فقط في البرامج ال  تحتوي ةلى  -
 طريقة السمبليكس أو طريقة الجداول: وهي طريقة ةامة تستخدم مهما اان ةدد متغيرات البرنامج.  -

 
 The Graphical Method - الطريقــــــة البيانيــــــة –حل البرنامج الخطي

 

الخطية وخاصة المسائل ال  يكون تعتبر الطريقة البيانية من أبسط الطرق المتبعة في معالجة مسائل البرمجة   
وذلك ل عوبة ت ور    ،(تستخدم فقط ةندما يحتوي البرنامج ةلى متغيرين ةلى الأاثرفيها ةدد المتغيرات قليل )

المسألة ةلى معل  يحتوي ةلى أاثر من بعدين، ويمكن ااتعمال الطريقة البيانية اواء في حالة التعظي  أو في حالة  
 وتعتمد ةلى الرا  البياني تلدرجة الأولى وال  تت  في إطار الإحداثيات الأفقية والعمودية. التدنئة.

 
 الطريقة البيانية: باستخدامخطوات الحل  -1

 1.1 :حالة التعظيم  

 1لحل برنامج التعظي  بهذه الطريقة يت  اتباع الخطوات التالية: 
 
 ( )معل  متعامد ومتجانس( 2Xومحور للمتغير    1Xللمتغير  )محور الإاتعانة برا  بياني ذو محورين  -أ

 تحول ال متراجحات القيود إلى معادلات؛  -ب
لمعادلات الخطوة   -ت المستقيمة  المستقيمات المح ل ةليها  -ب- نرا  الخطوط  متعامد، تسمى   ةلى معل  

 وهي قد تفيكل لنا ةلى المعل  مضلع متعدد الرؤوس؛ بالمستقيمات المولدة، 
يساره   وإلىأقل من    القيد   تحقق القيود وهي توجد إلى يمين المستقي  في حالة اوننفيطب المناطق ال  لا   -ث

 أكبر من.  في حالة القيد

 
 . 20، ص2014حمودي حاج صحراوي، رياضيات المساسة، امدخل إلى التقنيات الكمية، دار النفير جيطلي، برج بوةريريج، الجزائر، الطبعة الأولى،  1
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ال    -ج المنطقة  الرؤوسنحدد  متعدد  الغالب تفيكل مضلع  القيود وهي في  طقة ن ، يطلق ةليها متحقق جميع 
 ؛(Basic feasible regionالحلول الممكنة )

نجعل دالة الهدف معدمومة، أي نساويها إلى ال فر، ونرا  مستقيمها ةلى نفس المعل ، يمر هذا المستقي    -ح
 ؛ ∆من نقطة المبدأ، نسمي هذا المستقي  المستقي  

- ب فة متوازية اتجاه رؤوس المضلع المح ل ةليه من المستقيمات المولدة بموجب الخطوة   ∆نحرك  المستقي    -خ
إليها -ث ي ل  نقطة  أخر  هي  الهدف(  )دالة  الاقت ادية  للدالة  قيمة  أابر  ال  تحقق  النقطة  ، وتكون 

ةند احبه إلى الأةلى بفيكل مواز لأصله، وهي نقطة حاصلة من تقاطع ةدة مستقيمات    ∆المستقي   
 مولدة؛

نجد قي  الأزواج المرتبة لهذه النقطة وذلك إما هندايا بإنزال شاقول من هذه النقطة ةلى المحور الأفقي  -د
فنح ل ةلى قيمة المتغيرة الأولى، ونمد من هذه النقطة أيضا مستقيما موازيا للمحور الأفقي فيتقاطع مع  

الثانية، أو جبريا بإيج المتغيرة  نقطة هي قيمة  العمودي ةند  المستقيمات  المحور  لمعادلات  المفيترك  اد الحل 
 المتقاطعة فن حل ةلى قيمة المتغيرين؛ 

في حالة ما إذا لم نتمكن من تعيين هذه النقطة بدقة لوجود ةدد من النقاط المتجاورة أو المتوازية ال  يقترب   -ذ
، فإننا نجد الأزواج المرتبة لكل تلك النقاط ونعوضها في دالة الهدف، ونأخذ النقطة ال  ∆منها المستقي   

 تعطي أابر قيمة لها؛
 .فنح ل ةلى القيمة العظمى لهذه الدالةنعوض قيم  المتغيرين المح ل ةليهما في دالة الهدف  -ر

في حالة ةدم التمكن من تحديد أخر نقطة ي ل إليها المستقي ، بسبب ةدم التمكن من تميزها، نجد قي   ملاحظة: 
 المتغيرات ةند النقاط المفيتبه فيها ثم نعوضها في دالة الهدف، ونأخذ النقطة ال  تعطي أةظ  قيمة للدالة الاقت ادية.
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 أمثلة تطبيقية:
 :  1مثــــال

 أوجد حل للبرنامج التات تاتخدام الطريقة البيانية 
2X60+1X100: Z= Max 

 
 

 
 
 
 الحل:  

 لإيجاد حل لهذا البرنامج نتبع الخطوات التالية:  
 نستخرج المستقيمات المولدة وذلك بتحويل المتراجحات إلى معادلات اما يلي:   -أ

 
ةلى معل  متعامد نرا  هذه المستقيمات، ويكفي لذلك أن نجد نقطتين يمر بهما ال مستقي  ثم ن ل  -ب

 بينهما اما هو موضح في الفيكل التات:
 1المستقيم                                    2المستقيم                                3المستقيم 

8X1+6X2= 96  X1+9X2= 1086  8X1+2X2= 40 
X2 X1 X2 X1 X2 X1 
16 0 12 0 20 0 
0 12 0 18 0 5 

 

 

8X1+2X2= 40 X1+9X2= 1086 8X1+6X2= 96 

8X1+2X2≤ 40 
X1+9X2≤ 1086 
8X1+6X2≤ 96 

X1≥0, X2≥0 
 

     s/c 
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  Z=0ةلى نفس المعل  نرا  المستقي ، وهو المستقي  المح ل ةليه ةند وضع الدالة الاقت ادية في أدنى قيمة لها وهي  
 أي: 

Z=100X1+60X2= 0 
 يمر من النقطتين:   ∆المستقي  

100X1+60X2= 0 
X2 X1 
-5 3 
5 -3 

 ويكفي تحديد نقطة واحدة فقط لكونه يمر إلزاما بنقطة المبدأ.
 بعد را  المستقيمات المولدة نفيطب المناطق ال  لا تحقق جميع القيود اما يظهر في الفيكل التات: 

 

 
 ةلى ابيل المثال حيث: J( لا تحقق القيد، فلو أخذنا النقطة 1من خلال الفيكل نلاحظ أن أية نقطة توجد إلى يمين المستقي  )

=4 1X 162=وx  :لوجدنا أن               
 = 8*4+2*16 = 64 >40   2+2X18X . 

 
 ةلى ابيل M( فهي تحقق القيد، فلو أخذنا النقطة 1فالقيد إذا غير محقق ةلى اليمين، لكن أية نقطة ةلى يسار المستقي  )

 لوجدنا أن:       82x=و  21X=                                 المثال حيث:
40<32   8*2+2*8 =  =2+2X18X . 

( تحقق القيد  1وحدات، ومن جهة أخرى فإن أي نقطة ةلى طول المستقي  )  8الطاقة بقيمة فالقيد إذا محقق، وظهر هناك فرق في 
 تلتمام أي تحقق المساواة، وهي بذلك تستنفذ ال الطاقات المتاحة. 
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( لا تحقق القيود، بينما ال المناطق ال  هي ةلى  3()2() 1وبتطبيق نفس المبدأ نجد أن ال المناطق الموجودة ةلى يمين المستقيمات ) 
( أو ةلى يساره تحقق متراجحة القيد، وأي نقطة 1يسار ال مستقي  فهي تحقق القيد، وبمعنى أخر فإن أية نقطة ةلى المستقي  )

( أو ةلى يساره تحقق متراجحة القيد، وأية نقطة ةلى يمينه لا تحقق 2)المستقي   المتراجحة، وأية نقطة ةلى    ةلى يمينه لا تحقق تلك
أية نقطة ةلى   فإن  القيد أية نقطة ةلى يمينه لا تحقق تلك 3)المستقي   تلك المتراجحة، وتلمثل  أو ةلى يساره تحقق متراجحة   )

 المتراجحة. 
،  اما أن قيد ةدم السالبية يجعل ال المناطق ال  هي أدنى من المحور الأفقي وال المناطق ال  هي إلى يسار المحور العمودي مرفوضة 

 (OAEGة ) اوى منطقة واحدة هي ال  تحقق جميع القيود أنيا، وتفيمل جميع النقاط الموجودة داخل المنطق  دلا توجوتلتات فإنه  
 المنطقة غير المفيطبة وتسمى هذه المنطقة بمنطقة الحلول الممكنة أو منطقة الحلول المقبولة.  أي

وتلتات تفيكل  Eإلى الأةلى نجد أن أخر نقطة ي لها إلى منطقة الحلول المقبولة أي هي النقطة  ∆ةند تحريك المستقي  
( إذ نجد قيمة المتغيرين وذلك إما هندايا بإنزال شاقول  2(و) 1لنا هاته النقطة الحل الأمثل للمسألة، وهي نقطة تقاطع المستقيمين )

  2Xفنجد قيمة المتغير    Eالأفقي انطلاقا من النقطة    موازي للمحوروإمداد خط    1Xمن هذه النقطة ةلى المحور الأفقي فنجد قيمة  
 ةند نقطة تقاطعه مع المحور العمودي، وإما أن نجد قيمة المتغيرين بحل معادل  المستقيمين حلا مفيتراا اما يلي: 

 2X18X+402 =                           (:1مستقي )
 9X1X6+1082 =                         :(2مستقي )

 نجد:  4-( في 2ومعادلة المستقي  ) 3( في 1بضرب معادلة المستقي  )
 

 = 120 2+6X124X 
 = -432 236X-1X24- 

 -230X 312-= بجمع المعادلتين نجد: 
  

10.430 = -312/-=2X 
 2.41X=تلتعويض في إحدى المعادلتين نجد 
       2X 10.4=و 1X 2.4=وتلتات فإن قيمة التغيرين اللذين يحققان أةلى قيمة للدالة الاقت ادية هما: 

 يمكن التحقق من أن هذه النتيجة تحقق جميع القيود:
 قيد محقق          40=10.4*2+2.4*8 القيد الأول: 
 قيد محقق         108=10.4*9+2.4*6 القيد الثاني: 
 ااةة ةمل  14.4قيد محقق وتبقى طاقة غير مستعملة قيمتها  96>81.6=10.4*6+2.4*8: القيد الثالث

 :  ي ما يلولمعرفة القيمة العظمى للدالة الاقت ادية يكفي أن نعوض القيمتين المح ل ةليهما في هذه الدالة فنح ل ةلى 
 

= 100*2.4+60*10.4=864 2+60X1Z=100X 
الاقت ادية وهي أةلى قيمة للدالة الاقت ادية، ولا يمكن أن توجد أية قي  أخرى للمتغيرين تعطيان أةلى من هذه القيمة للدالة 

 وتحقق في نفس الوقت جميع القيود.
 



25 

 

 2.1  :حالة التدنئة  
 لإيجاد الحل الأمثل تلطريقة البيانية في حالة التدنئة، نتبع الخطوات التالية: 

 نحول ال متراجحات القيود إلى معادلات؛ -أ
المستقيمات المح ل ةليها     -أ-المستقيمة لمعادلات الخطوة    نرا   الخطوط -ب متعامد، تسمى  بالمستقيمات ةلى معل  

 ؛المولدة 
إلى يمينه في حالة القيد   أكبر مننفيطب المناطق ال  لا تحقق القيود وهي توجد إلى يسار المستقيمات في حالة اون القيد   -ت

 ؛ أقل من
أو    الحلول الممكنةنحدد المنطقة ال  تحقق جميع القيود وهي في الغالب توجد إلى يمين المستقيمات المولدة، وتسمى بمنطقة   -ث

 ؛حيز الإمكان
نجعل دالة الهدف معدومة، أي نساويها لل فر، ونرا  مستقيمها ةلى نفس المعل ، يمر هذا المستقي  من نقطة المبدأ   -ج

 ؛ ∆نسميه المستقي  
-ب فة متوازية اتجاه رؤوس المنطقة ال  تحقق القيود المح ل ةليها من المستقيمات المولدة في الخطوة  ∆نحرك المستقي   -ح

ةند  ∆هي أول نقطة ي ل إليها المستقي   -دالة الهدف–، وتكون النقطة ال  تحقق أقل قيمة للدالة الاقت ادية  -ث
 تحريكه إلى الأةلى ب فة متوازية لأصله، وهي نقطة حاصلة من تقاطع ةدة مستقيمات؛ 

نجد احداثيات هذه النقطة إما تلحل المفيترك أو تلإاقاط الهنداي، فنح ل بذلك ةلى قيمة المتغيرين اللتين تدنيان  -خ
 الدالة الاقت ادية؛ 

 نعوض قي  المتغيرات المح ل ةليها في دالة الهدف فنح ل ةلى القيمة الدنيا لها.  -د
 
المستقي ، بسبب ةدم التمكن من تمييزها، نجد قي  المتغيرات ةند  في حالة ةدم التمكن من تحديد أول نقطة ي ل إليها  ملاحظة:  

 النقاط المفيتبه فيها ثم نعوضها في دالة الهدف، ونأخذ النقطة ال  تعطي أقل قيمة للدالة الاقت ادية. 
 

 مثــــال: 
 أوجد حل أمثل للبرنامج التات تاتعمال الطريقة البيانية:  

2+30X1=10XMin Z 
 
 
 
 

3X1+2X2≥ 6 
X1+X2≥ 66 

X2≥ 2 
X1≥0, X2≥0 

 

     s/c 
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 لإيجاد حل لهذا البرنامج نتبع الخطوات التالية: 
 المستقيمات المولدة المح ل ةليها هي:  -أ

 نستخرج المستقيمات المولدة وذلك بتحويل المتراجحات إلى معادلات اما يلي:   -ب
= 62+2X13X = 62+X1X6 = 22X 

ةلى معل  متعامد نرا  هذه المستقيمات، ويكفي لذلك أن نجد نقطتين يمر بهما ال مستقي  ثم ن ل بينهما اما هو  -ت
 موضح في الفيكل التات: 

 ∆المستقيم    (  2المستقيم )  (  1المستقيم )
= 62+2X13X  = 62+X1X6 =02+30X1Z=10X 

2X 1X 2X 1X 2X 1X 
3 0 6 0 -1 3 
0 2 0 1 1 -3 

 
 نقوم برا  هذه المستقيمات ةلى معل  متعامد ونحدد منطقة الحل المقبول، وهي المنطقة غير المفيطبة، نلاحظ الفيكل التات:

 
( أو إلى أةلاه غير  3( أو إلى يمينه غير المفيطب تحقق جميع القيود، وأية نقطة ةلى الخط )2فنلاحظ أن أية نقطة ةلى الخط )

( فإنه لا توجد اوى نقطة واحدة فقط هي ال  تحقق جميع القيود، وةليه 1المفيطب تحقق جميع القيود، غير أنه تلنسبة للخط )
إلى أةلى نجد أن أول رأس ي ل إليه في منطقة الحل    ∆، غير أنه ةند تحريك المستقي   Cأو    J  يكون الحل في أحد الرأاين إما

الثلاثة،  Jالمقبول هو   التقاطع بين المستقيمات  للدالة الاقت ادية هي نقطة  قيمة  اللتين تحققين أدنى  قي  المتغيرتين  فإن  ، وتلتات 

 منطقة الحل الممكن 

J(2/3 , 2) 
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فيتقاطع   1Xالمقابلة، ونمد خط موازي للمحور    1Xولإيجادها يكفي أن ننزل من هذه النقطة  شاقولا ةلى المحور الأفقي فنجد قيمة  
 ،أو أن نحل معادلات هذه المستقيمات حلا مفيتراا، وةليه نجد القيمتين التاليتين: 2Xمع المحور العمودي ةند نقطة تحدد قيمة 

=2/3 = 0.661=2            X 2X 
وهما قيمتان تجعلان الدالة الاقت ادية في أدنى قيمة لها، وفي نفس الوقت تجعلان ال القيود محققة، حيث نجد القيمة العظمى للدالة 

 الاقت ادية وهي: 
66.66==10*0.66+30*22+30X110XZ= 

 
 3-1  :حالات خاصة في الحل البياني 

 1يمكن أن ن ادف ةدة حالات خاصة أثناء إيجاد الحل تلطريقة البيانية منها ما يلي:   
 تعدد الحلول:  -

يمكن أحيانا أن ن ادف أاثر من حل واحد، وهي الحالة المسماة بتعدد الحلول، وفيها نجد ةلى الأقل أن رأاين   
بحيث يكونا أخر رأاين ي لهما في حالة    ∆من رؤوس مضلع حيز الإمكان يتمااان في أن واحد مع المستقي   

 التعظي ، أو أول رأاين ي لهما في حالة التدنئة. 
 مثـــال: 

 أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي التات تاتخدام الطريقة البيانية: 

2+4X1Max Z=2X 
 
 
 
 

 نجد معادلات المستقيمات المولدة هي: 
= 402+8X14X 

=61X 
=42X 

 (  1المستقيم)

= 402+8X14X 

2X 1X 
5 0 
0 10 

 
 . 36-34صص  ،2006نية، ا، الجزائر، الطبعة الثمحمد راتول، بحوث العمليات، ديوان المطبوةات الجامعية   1

4X1+8X2≤ 40 
X1≤6 
X2≤4 

0≥20, X≥1X 
 

     s/c 
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في نفس الوقت، وتلتات فإن الا النقطتين   Cو Bإلى اليمين فإنه يلتقي مع رأاي منطقة الحل الممكن  ∆ةند تحريك المستقي  
 تعطيان حلا أمثلا للدالة الاقت ادية، ويمكن التأاد من ذلك تلتعويض في هذه الدالة.

 .  2X=4و 1X 2=تعطي                            :  Bالنقطة 
 4X1Z=2X+42*4+2*2 =20 =وقيمة دالة الهدف ةندها هي: 

 .  22X=و 1X 6=تعطي                            :  Cالنقطة 
 4X1Z=2X+2 =2*4+6*2 =20وقيمة دالة الهدف ةندها هي: 

ويلاحظ أن النقطتين أةطيتا نفس القيمة للدالة الاقت ادية، إذ أنه في الواقع ليستا هاتين النقطتين فقط تعطيان أابر قيمة للدالة  
 ةلى ابيل المثال حيث:   E، فلو أخذنا النقطة BCالاقت ادية، لكن أية نقطة أخرى موجودة ةلى طول المستقي  

 .  32X=و 1X 4=: تعطي  Eالنقطة 
 4X1Z=2X+2 =3*4+4*2 =20وقيمة دالة الهدف ةندها هي: 

 وهي نفس القيمة المح ل ةليها ةند رأاي منطقة الحل الممكن.
تفيد هذه الحالة المسير في أنها توفر له المرونة في اتخاذ القرار لكونها تتيح له بدائل ةديدة، وت ادف هذه الحالة خاصة ةندما يكون  

موازيا لأحد المستقيمات المولدة في اقف منطقة الحل الممكن في اتجاه اليمين في حالة التعظي ، أو في أرضية منطقة الحل   ∆المستقي   
 متساويان.  ∆الممكن في اتجاه اليسار في حالة التدنئة، حينئذ يكون ميل هذا المستقي  وميل المستقي  
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   حالة حياد أحد القيود:   -
ةند تعدد القيود فإنه يمكن أن نجد أحد مستقيمات هذه القيود لا يلمس منطقة الحل الممكن في أية نقطة، وحينها  
يكون هذا القيد حياديا تماما، حيث يمكن حذفه الية من البرنامج دون أن يحدث ذلك أي تأثير ةلى النظام، 

 وتظهر هذه الحالة اما في الفيكل التات: 
  مثال: 

𝑴𝒂𝒙(𝒁) =  𝟐𝒙𝟏 + 𝟒𝒙𝟐 

{

𝒙𝟏 + 𝟐𝒙𝟐 ≤ 𝟒
𝟐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 ≤ 𝟒
𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 ≤ 𝟓
𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ≥ 𝟎

 

 

 
 
 

 حالة استحالة الحل:  -
 هي الحالة ال  تكون فيها القيود متناقضة، حيث لا تتحقق لنا أية منطقة للحل الأمثل.  

 مثــــال: 

2+4X1Z=20X Max 
 
 
 

10 ≤2+2X1X3 
20≥2+6X14X 

≤42X 
0≥20, X≥1X 

 

     s/c 
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 لا نهائية الدالة الاقتصادية:  -
في حالة التعظي  تكون غالبية القيود أقل أو تساوي مقدار ثابت، غير أنه في بعض الأحيان يكون هنالك تناقض  

بين دالة الهدف والقيود، فتكون هذه الأخيرة الها أابر أو تساوي في حالة التعظي ، وهذا ما يجعل دالة الهدف 
 دد للدالة. تأخذ قيمة لانهائية، ولا يمكن حينئذ تحديد حل نهائي ومح 

 مثال: 
 حدد منطقة الحل الممكن للبرنامج التات وماذا تستنتج؟ 

2+4X1Z=2X Max 
 
 
 
 

 وتاتعمال الطريقة البيانية، نجد الفيكل التات:  
 

 
 

نلاحظ من خلال الفيكل السابق أنه توجد منطقة لانهائية تحقق دالة الهدف، فأية قيمة في اتجاه السه  تحقق دالة الهدف، وتلتات 
 دالة الهدف لانهائية.  إننقول 

 

04 ≥2+8X1X4 
6≥1X 

≥42X 
0≥20, X≥1X 

 

     s/c 

 منطقة الحل الممكنة 
 وغير محددة 
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 خلاصة: 
 تاتخدام الطريقة البيانية:طي لحل برنامج الخ -

)المنطقة ال  تحقق فيها متغيرات القرار جميع القيود أولا: راتيتيتيتيتيتيتيتيتي  المتباينات وإيجاد منطقة الحلول الممكنة   ▪
 في آن واحد(.

 ثانيتيا: تحديد نقاط الأراان لمنطقة الحلول الممكنة )إيجاد إحداثيات هتيذه النقاط(. ▪
ثالثتيتيتيا: التعويض بنقاط الأراان في دالة الهدف واختيار النقطة ال  تعطتيتيتيي الحل الأمثل )أابر قيمة لدالة   ▪

 غر قيمة(.صالهدف أو أ
إذا وجد حل أمثل لبرنامج خطي ذي متغيرين، فإن هذا الحل يوجد ةند أحد رؤوس مضلع منطقة الحل   -

 الممكن. 
 

 مثال تطبيقي: 
 ليكن البرنامج الخطي التات:

 2+ 2 X 1Max Z= 3 X 
6  ≤ 2 + 2 X 11 X 
8  ≤ 2 + 1 X 12 X 
1  ≤ 2 + 1 X 11 X- 

2  ≤ 2 1 X 
0  ≥  2, X 1X 

 أوجد الحل الأمثل تاتخدام طريقة الرا  البياني؟المطلوب: 
 

 الحل: 
 
 تحويل القيود من متراجحات إلى معادلات:  -1

=  6 2 + 2 X 11 X 
=  8 2 + 1 X 12 X 
=  1 2 + 1 X 11 X- 

=  2 2 1 X 
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 تمثيل المعادلات بيانيا:  -2
 المستقيم الرابع            المستقيم الثاني             المستقيم  الثالث              المستقيم الأول      

2X 1X   2X 1X   2X 1X  = 2 2X 
3 0   8 0   1 0    
0 6   0 4   0 -1    

 
 (ABCDEF)   منطقة الحلول الممكنة في المنطقة 

 
 ونختار النقطة ال  تعطينا أفضل قيمة.نقوم بتعويض إحداثيات هذه النقاط الطريقة الأولى: 
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 قيمة دالة الهدف 
2+ 2 X 1Z= 3 X 

 النقاط إحداثيات المتغيرات 

2X 1X 
0 0 0 0 
2 1 0 A 
7 2 1 B 
10 2 2 C 

38/3 4/3 10/3 D 
12 0 4 E 
0 0 0 F 

 
:     z = 2 ( 0,1) A 
:     z = 7 ( 1,2) B 
:     z = 10 ( 2,2) C 

:     z = 38/3 ( 10/3,4/3) D 
:     z = 12 ( 4,0)E 
:     z = 0 ( 0,0) F 

تعد نقطة مرفوضة لأن هذه النقطة تقود إلى ةدم الانتاج وتلتات النقطة ال  تعطينا أفضل قيمة لدالة الهدف هي   Fالنقطة  
 أي:   D( 10/3,4/3 النقطة  )

= 4/3                  Z = 38/3 2 = 10/3                           X1X 
 

 الطريقة الثانية: 
نجعل دالة الهدف معادلة صفرية ونقوم برا  مستقي  لها ثم نقوم بتفيكيل خط موازي لمعادلة دالة الهدف ونقوم بتحريكه بفيكل 
موازي اتجاه منطقة الحلول الممكنة، حيث أن آخر نقطة ي ل إليها الخط الموازي هي نقطة الحل الأمثل ولا شك في أنها النقطة  

( 10/3,4/3 )D  . 
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 Simplex Method - سمبلكس أو طريقة الجداولطريقــــــة ال  –حل البرنامج الخطي 
 
 

أو طريقة الجداول اما تسمى أحيانا هي طريقة تستخدم اواء اان ةدد متغيرات البرنامج الخطي اثنين أو أاثر   طريقة السمبلكس
   من ذلك، وهي طريقة تعتمد ةلى خوارزمية تسمى خوارزمية السمبلكس.

السمبلكس   الرياضي    Simplexطريقة  ابتكرها  اختياري 1947ةام    george Dantzigال   أالوب  ةبارة ةن  وهي   ،
تكراري لتحليل مفياال البرمجة الخطية، ويعتمد هذا الأالوب ةلى اختيار المتغيرات ذات التأثير الأاااي ةلى ال من دالة الهدف 

 والقيود ويهمل المتغيرات الأخرى ال  لا تسثر ةلى دالة الهدف والقيود. 
 

 خطوات الحل بطريقة السمبلكس:  -1

 التالية: للحل بهذه الطريقة نتبع الخطوات 
 بناء نموذج رياضي للمسألة. أي  التعبير ةلى المسألة في شكل نموذج رياضي -أ

)إةادة اتابة النموذج الرياضي  ، بمعنى أخر:  ذلكتحويل النموذج الرياضي للمسألة إلى نموذج معياري في حالة مخالفة   -ب
 .حسب الفيكل القيااي(

 .(Initial feasible Solution) إيجاد حل أوت مقبول -ت
 اختيار الأمثلية، إذا اان الحل أمثل فهو يعتبر مقبولا، والعكس تلعكس.  -ث
 تحسين الحل المتوصل إليه في حالة ةدم اونه حلا أمثلا.   -ج
 الوصول إلى الحل الأمثل وتفسيره. والفيكل الموات يوضح خطوات العلمية.  -ح
 :باختصار

 ةلى النحو التات:  بموجب هذه الطريقة يت  إيجاد حل لمفيكلات البرمجة الخطية وفقا لثلاث مراحل أو خطوات أاااية ومتسلسلة  
 (.Standard Formاتابة الفيكل المعياري أو القيااي للبرنامج الخطي ) -أ

 (.Feasible Solutionإيجاد الحل الأااس أو الأوت ) -ب
 ( Optimum Solutionتحسين الحل والوصول إلى الحل الأمثل ) -ت

 
 
 
 

 



35 

 

 

 مخطط خوارزمية السمبلكسشكل يوضح 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
جامعة محمد ال ديق بن   التسيير،الية العلوم الاقت ادية والتجارية وةلوم    العايب اهام، محاضرات في رياضيات المساسة،   المصدر: 

 . 20، ص2021-2020يحي، جيجل، 
 وال خطوة من هذه الخطوات تتفيكل من ةمليات حسابية تت  في جداول، وال  تأخذ الفيكل التات:

 
 ic bj v kcمعاملات دالة الهدف  

القي  المقابلة للقيود  القي  الأاااية المجهولة  امية الموارد  (  ixقيم المتغيرات )
 المجهولة 

      ja  مصفوفة القيود
 zقيمة دالة الهدف    (Δ)  التقييمسطر 

يئلمسألة في شكل إنشاا  

 المسألة في قالب نموذج

 تحويل النموذج إلى نموذج قياسي

سبلكصب النموذج القياسي في جدول السم  

الحل الناتج في الجدول حل 
 أمثل

قراءة مكونات الحل الأمثل من 
 الجدول

نحدد المتغير الداخل والمتغير الخارج 
 وعنصر الدوران

كس الجديد لنكون جدول السمب
 بالقاعدة الجديدة

نقوم بتعبئة جدول 
كسلالسمب  

 لا نعم
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  :إيجاد الحل في حالة التعظيم 

 : والمثال الموات يفيرح تلتف يل جميع الخطواتكس في حالة التعظي  يت  إتباع الخوارزمية يلإيجاد الحل بطريقة الجداول أو السمبل 
 

 مثال توضيحي: 
 يقوم م نع الحجار للفولاذ وال لب بإنتاج وبيع نوةين من الفولاذ يمر إنتاجهما ةلى ثلاثة أقسام، وتحقق من خلال  

دج ةن النوع الثاني، وفيما يلي بقية المعلومات المتعلقة بإنتاج طن 20دج ةن النوع الأول و30ذلك ةن الطن الواحد ربحا قدره  
 واحد من الا النوةين.

 قة المتاحة الطا 2النوع  1النوع 
 عدد الساعات اللازمة  عدد الساعات اللازمة  

 اا 420 اا 6 اا 6 1القسم
 اا 300 اا 6 اا 3 2القسم
 اا 240 اا 2 اا 4 3القسم

 إيجاد البرنامج الإنتاجي الأمثل من نوةي الفولاذ الذي يعظ  أرتح المساسة؟المطلوب: 
 

 الحل: 
 )تعظي  أرتح المساسة(.  في حالة التعظي يجاد الحل من الواضح المسألة متعلقة بإ 

 خطوات الحل تاتخدام طريقة السمبلكس:
 
 بناء النموذج الرياضي: -أ

 . 1Xنرمز لكمية أو ةدد الأطنان من النوع الأول من الفولاذ بتي  
 . 2Xنرمز لكمية أو ةدد الأطنان من النوع الثاني من الفولاذ بتي   

 هدف المساسة هي تعظي  أرتحها، ومن ثم تكون دالة الهدف اما يلي: 

 2+20 x 1Max(z)= 30 x  
القيود المفروضة ةلى تحقيق الهدف في امية الموارد المتاحة والمتمثلة في ةدد الساةات المتاحة في ال قس ، وبذلك فإن 

 قيود هذه المسألة تكون اما يلي: 
 x 16 x 6+2     ≤   420       قيد القس  الأول:                                 

 x 13 x 6+2     ≤   300                                        قيد القس  الثاني:
 x 14 x 2+2     ≤   240                                    قيد القس  الثالث:   

   X1X ,2   ≥   0                    شرط ةدم البية المتغيرات:                 
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 . )قياسي( تحويل النموذج الرياضي للمسألة إلى نموذج معياري -ب
المتراجحات إلى معادلات، في هذه الحالة يت  إجراء بعض التعديلات ةلى القيود من خلال إضافة متغيرات جديدة   )تحويل

 ونميز في هذه الحالة بين ثلاث أنواع من القيود:
لمتغيرات با أو  "متغير الفجوة"    نضيف إلى الطرف الأقل متغير جديد يسمى  (:≤ )قيد من الشكل أقل من أو تساوي  -

ويعبر ةن مدى النق  الذي يعانيه أحد أطراف القيد (    s)  ويرمز له تلرمز  Slack Variable  الخاملة أو الراكدة 
 ويضاف هذا المتغير في دالة الهدف بمعامل صفر.

 
إلى  (   s)  ويرمز له تلرمز  "  "متغير الفروقأو    "متغير الفجوة" نضيف     (: ≥ )من الشكل أكبر من أو تساوي   قيد  -

( A"  في الجهة اليسرى للقيد نرمز له تلرمز )المتغير الاصطناعي، اما نضيف اذلك متغير آخر نسميه "  الطرف الأقل  
وهو ةبارة ةن متغير وهمي تم وضعه لتسهل حل النموذج وليس لوجوده أي معنى لذلك من الأفضل أن لا يظهر في الحل 

 النهائي المتضمن للحل الأمثل.
 
 أما .( مع إشارة االبة Mمز له تلرمز )ر ابير جدا ندالة الهدف بمعامل   " فيالمتغير الاصطناعيويضاف هذا المتغير "  

 تلنسبة للمتغيرات الفجوة ال  تم اضافتها في الطرف الأيمن للقيد نعيدها للطرف الايسر مع تغيير الإشارة إلى إشارة االبة. 
  هذه الحالة نضيف متغير اصطناةي فقط.في (: =)الفيكل تساويمن قيد   -

 وةليه نبحث ةن ال يغة النموذجية)معياري(، بحيث نجد م فوفة للقيود تتضمن م فوفة أحادية:
 "متغير الفجوة" الفرق بين الطاقة المتاحة والطاقة المستغلة أي أنه يمثل طاقة غير مستغلة ةندئد ت بح القيود يمثل متغير
 اما يلي: 

 
 s   2+6 x 16 x +1   =    420       قيد القس  الأول:                                 

 s     2+6 x 13 x +2   =    300                                        قيد القس  الثاني:
 s  2+2 x 14 x +3    =    240  قيد القس  الثالث:                                     

 S2, S1, S2, X1X ,3    ≥   0                    شرط ةدم السلبية المتغيرات:                  

 أما الربح الناتج ةن متغيرات الفروق فهو يساوي ال فر، وبذلك يمكن اتابة دالة الهدف اما يلي: 
 

3+ 0S 2+0S 1+ 0S 2+20 x 1Max(z)= 30 x 

 
قي  موجبة ةن الجانب الأيمن من القيود في النموذج المعياري( يجب تحويلها إلى  ): في حالة وجود ثوابت االبة  ملاحظة

 أصغر أو تساوي والعكس صحيح.( وةكس إشارة المتراجحة أي أابر أو تساوي ت بح 1-طريق ضرب المتراجحة في )
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 إيجاد حل أولي مقبول:  -ت
 2X)المنتوج الأول( و    1Xلإيجاد حل أوت مقبول يمكن أن نفرض حالة ألا إنتاج أي ةدم وجود أي إنتاج، أي أن  

 )امية المنتوج الثاني( تساوي ال فر، وتلتات يكون الحل الأوت اما يلي: 
                             4201S =قيد القس  الأول:             

                                           2S             300 =الثاني:قيد القس  
 3S         240 = : قيد القس  الثالث

 نجد دالة الهدف تساوي ال فر ومن ثم لم يت  تحقيق أي ربح. 2Xو   1Xقي   ضبتعوي  zدالة الهدف:  
فهو يعتبر حلا أوليا مقبولا   االبة أو قي  غير منطقية...إلخ(وبما أنه لا يوجد أي خلل في هذا الحل الأوت )مثل وجود قي   

 كس. مبلويمكن نقله لجدول الس
، فيه تكون متغيرات الفجوة امتغيرات أااس " جدول الحل الأساسي الأول"هو    في جدول  نقل معطيات الحل الأولي -ث

قيمتها ةند بداية الحل هي المقابلة لها في ةمود الثوابت(، أما المتغيرات الحقيقية )أو متغيرات داخل الأااس    "رئيسية"
فنعتبرها متغيرات خارج الأااس )قيمتها في الجدول الأول معدومة(، وتكون قيمة دالة الهدف أيضا معدومة فإن صيغته 

 النموذجية هي: 

3+ 0S 2+0S 1+ 0S 2+20 x 1Max(z)= 30 x 
420     =   1+ s  2+6 x 1x 6 
300     =   2+ s    2+6 x 13 x 
240     =    3+ s  2+2 x 14 x 

0   ≤     3, S2, S1, S2, X1X 
 الشكل المصفوفي يكون كما يلي: 

3s      2 s      1s     2x     1x  
1       0       06       6        
0       1       03       6        
0       0       14       2        
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 :  1الجدول 
 

 
3S 2S 1S 2X 1X  الكمية 

Q 
)ةمود  
=الطرف  الثوابث

 الأيمن للقيود( 
ib 

متغيرات  
 vالأااس 

)المتغيرات  
المفيكلة 
لم فوفة  
 الوحدة(

IX  

 ربح/وحدة 
)معاملات  
المتغيرات في 
 دالة الهدف( 

jc 

0 0 0 20 30 

0 0 1 6 6 420 1S 0 
0 1 0 6 3 300 2S 0 
1 0 0 2 4 240 3S 0 
0 0 0 0 0 =iZقيمة دالة الهدفz = 0     

iz-jcΔz=  0 0 0 20   30 
 
 
 
 
 
 
 

وبما أن السطر الأخير في الجدول    جميع قيم السطر الأخير سالبة أو معدومة.   ةندما تكون  Maxنتوصل إلى الحل الأمثل في حالة  
 السابق ليست الها االبة أو معدومة فإننا لم نتوصل إلى الحل الأمثل بعد ولابد من ةملية تحسين الحل. 

 تحسين الحل:  -ج
 تتضمن ةملية التحسين ما يلي:

 إيجاد المتغير الداخل للحل أي إيجاد المنتوج الواجب إنتاجه في بداية الحل:  ▪

 من الجدول لأنها تحقق ربحا أابر.  اختيار أكبر قيمة موجبة في السطر الأخيريت  إيجاد المتغير الداخل ةن طريق 
 بعمود ةن ر الارتكاز أو العمود الأمثل." أو بعمود المحورويسمى ةموده "  1Xوبذلك يكون المتغير الداخل إلى الحل هو 

 
 

 قيم موجبة
   وليست سالبة
30-0=30  
20-0=20 

 ضربهي حاصل ضرب وجمع العمليات التالية:
في الأرقام  1وجمع الأرقام الموجودة في العمود 
  8،7،6،5،4الموجودة في كل عمود من الأعمدة

 عمود 

1 

 

 عمود 

2 

 

 عمود 

3 

 

 عمود 

4 

 

 عمود 

5 

 

 عمود 

6 

 

 عمود 

7 

 

 عمود 

8 

 

 عمود المحورالمتغير الداخل: 
قيمة موجبة في السطر  أكبر 

 الأخير

أصغر حاصل  متغير الخارج: 

على معاملات   3قسمة عمود

 العمود الداخل 
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 : من الحلإيجاد المتغير الخارج  ▪

( ةلى الأرقام المعاملات المقابلة لها في ةمود 3ةمودةن طريق تقسي  القي  الموجودة في ةمود الكمية) المتغير الخارجيت  إيجاد 
 "بصف المحور".المحور ثم نختار أصغر حاصل قسمة لأنه يحقق جميع قيود المسألة. ويعرف 

   1S   :  420   :6   =70صف 
   1S     :300   :3   =100صف 
 أصغر قيمة ----- 1S     :240   :4   =60صف 

 
 .4" وهي تساوي بنقطة المحور"   3s  مع صف المحور 1Xاما يطلق ةلى نقطة تقاطع ةمود المحور 

 جدول الحل الأاااي الموات يت  إةداده اما يلي:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

3S 2S 1S 2X 1X  الكمية 
Q 

)ةمود 
الثوابث=الطرف 

 الأيمن للقيود(
ib 

متغيرات  
الأااس 

v 
)المتغيرات 
المفيكلة  
لم فوفة  
 الوحدة(

IX  

 ربح/وحدة
)معاملات 
المتغيرات 
في دالة 
 الهدف(

jc 

0 0 0 20 30 

0 0 1 6 6 420 1S 0 
0 1 0 6 3 300 2S 0 
1 0 0 2 4 240 3S 0 
0 0 0 0 0 =iZقيمة دالة الهدفz = 0     

iz-jcz= Δ 0 0 0 20 30 
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 الجدول الثاني:) تحسين الحل( 

   جديد  جدول إلى الانتقال 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

قيما جديدة يمكن حسابها ةن طريق :  قسمة   ويأخذ S3 لمتغير الخارجمكانه في الجدول محل ا 1Xيأخد المتغير الداخل  - 
 ال قيمة في صف المحور ةلى نقطة المحور في الجدول السابق.

 
 
 
 

 

3S 2S 1S 2X 1X  الكمية 
Q 

)ةمود  
الثوابث=الطرف  

 الأيمن للقيود( 
ib 

متغيرات  
 vالأااس 

)المتغيرات  
المفيكلة 
لم فوفة  
 الوحدة(

IX  

 ربح/وحدة 
)معاملات  
المتغيرات في 
 دالة الهدف( 

jc 

0 0 0 20 30 

     ? 1S 0 
     ? 2S 0 

14= 1/4 04=0 04=0 2/14=2 =144 60 1X 30 
     =iZقيمة دالة الهدف?    z =  

iz-jcΔz=       

  4  =60 240 3عمود الكمية رقم 
  4  =1 4 4عمود    رقم 
  4  =2 /1 2 5عمود    رقم 

  4  =0 0 6رقم عمود    
  4  =0 0 7عمود     رقم 
  4  =4 /1 1 8عمود     رقم 

3عمود الكمية  
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 حساب القيم الجديدة للصفوف المتبقية: - 
 القاعدة:

 نقطة المحور ÷القيمة المقابلة في عمود المحور([ x]) العنصر المقابل في صف المحور –العنصر الجديد = العنصر القديم 
 

 القيمة الجديدة نقطة المحور   القديمةالقيمة   
  4  =60(  6*240)- 420 الصف الأول 3 قيمة العمود

  4 =120(  3*240)- 300 الصف الثاني  
  4 =0(  6*4)- 6 الصف الأول 4 قيمة العمود

  4 =0(  3*4)- 3 الصف الثاني  
  4 =3(  6*2)- 6 الصف الأول 5 قيمة العمود

  4 =2/9(  3*2)- 6 الصف الثاني  
  4 =0(  6*0)- 1 الصف الأول 6 قيمة العمود

  4 =1(  3*0)- 0 الصف الثاني  
  4 =0(  6*0)- 0 الصف الأول 7 قيمة العمود

  4 =1(  3*0)- 1 الصف الثاني  
  4 =-2/3(  6*1)- 0 الصف الأول 8 قيمة العمود

  4 =-4/3(  3*1)- 0 الصف الثاني  

 
 وعليه يتم الحصول على الجدول: 

3S 2S 1S 2X 1X  الكمية 
Q 

)ةمود 
الثوابث=الطرف 
 الأيمن للقيود(

ib 

متغيرات  
الأااس 

v 
)المتغيرات 
المفيكلة  
لم فوفة  
 الوحدة(

iX 

 ربح/وحدة
)معاملات 
المتغيرات في 

دالة  
 الهدف(

jc 

0 0 0 20 30 

-3/2 0 1 3 0 60 1S 0 
-3/4 1 0 9/2 0 120 2S 0 
1/4 0 0 1/2 1 60 1X 30 
7.5 0 0 15 30 =iZ1800قيمة دالة الهدف    z =  

iz-jcΔz=  -7.5 0 0 5 0 

موجبة ةقيم   
   وليست سالبة

20-15=5 
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 لم نتوصل إلى الحل الأمثل بعد ولابد من مواصلة ةملية التحسين.
 الوصول إلى حل الأمثل:  -ح

 1S)ةمود المحور( وهو المتغير 5ةلى قي  العمود  3بنفس الطريقة السابقة المتغير الخارج فسيكون أصغر حاصل قسمة قي  العمود 
 حيث أن:

60  3  = 20 
120  9/2  = 26.67 

60    ½ = 120 
 . 2xالمتغيرأابر. وهو  الجدول لأنها تحقق ربحاةن طريق اختيار أابر قيمة موجبة في السطر الأخير من الداخل(  )المتغيرالعمود 

: وبذلك يكون الجدول الثالث اما يلي  
:  3الجدول رقم   

3S 2S 1S 2X 1X  الكمية 
Q 

)ةمود  
الثوابث=الطرف  

 الأيمن للقيود( 
ib 

متغيرات  
 vالأااس 

)المتغيرات  
المفيكلة 
لم فوفة  
 الوحدة(

IX  

 ربح/وحدة 
)معاملات  
المتغيرات في 

 الهدف( دالة 
jc 

0 0 0 20 30 

-1/2 0 1/3 1 0 20 2X 20 
3/2 1 -3/2 0 0 30 2S 0 
1/2 0 -1/6 0 1 50 1X 30 
5 0 5/3 20 30 =iZ1900   قيمة دالة الهدف z =  

iz-jcΔz=  -5 0 -5/3 0 0 

 
القول لنا أننا توصلنا إلى الحل الأمثل،  نلاحظ أن جميع قي  السطر الأخير من الجدول الثالث هي االبة أو معدومة، وبذلك يمكن 

 ويمكن قراءة الحل ةلى النحو التات: 
متغيرات الحل :    -   

S2= 30      X 2= 20     X1=50 
القس  )الثاني وحدة من المنتوج الثاني وتبقى طاقة غير مستغلة من المورد  20وحدة من المنتوج الأول و  50أي أنه ايت  إنتاج 

ااةة.  30الثاني( تقدر بتي   
 3في قي  العمود 1دج ويمكن قراءته من ضرب قي  العمود 1900الربح الإجمات الذي يحققه هذا البرنامج الإنتاجي يقدر بتي  -

 وجمعها.
(20*20)+(0*30)+(30*50)=1900 

 الأرقام الموجودة في السطر الأخير من الجدول تدل ةلى ما يلي: -
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هي نتيجة لإدخال المتغيرات في الحل النهائي. أي أن متغيرات الحل   7و  5،  4ال فر الموجود في السطر الأخير لكل من العمود     -
  8و    7و  6النهائي لابد أن تكون قيمها صفرا في السطر الأخير من جدول الحل الأمثل.  أما السطر الأخير لكل من الأةمدة  

المتاحة الثلاثة في الأقسام الثلاثة في حالة زيادة وحدات منها أو انخفاضها بوحدات أيضا وتأثير ذلك فهي تقيس تكلفة قيود الموارد 
 ةلى البرنامج الإنتاجي الأمثل وةلى إجمات الأرتح المحققة، وذلك ما يطلق ةليه تلربح الحدي أو التكلفة الحدية. 

 
ملاحظات:                                                                                                           

وبقية  1تكون جميع معاملات متغيرات القرار في الحل النهائي في نقاط تقاطع صفوفها مع أةمدتها مساوية لتي  -1
 المعاملات في العمود مساوية ل فر.

ةند إيجاد المتغير الداخل، قد نجد أن هناك متغيرين داخلين أي لهما نفس المقدار في السطر الأخير من الجدول،   -2
 ةندئذ يت  اختيار أحدهما ةفيوائيا ليكون متغيرا داخلا. 

ةند إيجاد المتغير الخارج، قد يكون أصغر حاصل قسمة متساوي لمتغيرين أو أاثر، ةندئذ يت  اختيار أحدهما   -3
 ةفيوائيا ليكون متغيرا خارجا. 

إن دخول أي متغير للحل أثناء ةملية التحسين لا يعني تلضرورة أنه ايبقى في الحل إلى غاية الوصول إلى الحل   -4
 الأمثل، بل قد ي بح متغيرا خارجا في أية ةملية تحسين لاحقة. 

في حالة وجود معاملات االبة أو معدومة في ةمود المحور فإنه يجب إهمالها والترايز ةلى المعاملات الموجبة فقط.   -5
أما إذا اانت الها االبة أو معدومة فذلك يعني ةدم إمكانية تحيد المتغير الخارج وتلتات لا يكون هناك حل  

 للمسألة والسبب قد يعود إلى اوء صياغة المسألة. 
لا يقت ر ااتغلال المعطيات الواردة في اطر التقيي  من جدول الحل الأمثل ةلى إبراز أمثلية الحل من ةدمها بل   -6

يمتد إلى إيفادنا ببعض المعلومات المفيدة في التنبس بأثر التغيرات ال  قد تحدث في المعطيات الرئيسية للمسألة ةلى  
 النتيجة النهائية. 
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 )إيجاد الحل في حالة التخفيض )التدنئةMin: 

أو الس الزمن...إلخ( يتفيابه مع حل البرمجة    كسمبللإيجاد الحل بطريقة الجداول  التكاليف، المسافات،  التدنئة )تخفيض  في حالة 
 الخطية في حالة التعظي  مع بعض الاختلافات القليلة. 

الهدف في هذه الحالة يتعلق بتخفيض دالة الهدف أي إيجاد أصغر قيمة ممكنة لها. اما أن مسائل التخفيض مرتبطة بفيكل ةام بقيود 
 أابر أو تساوي وبذلك يكمن الاختلاف في العناصر الأاااية التالية: من نوع 
بحيث تعمل ةكس الهدف المتمثل في   M+في دالة الهدف في حالة التخفيض    Aتكون معاملات المتغيرات الاصطناةية   ▪

 تدنية التكاليف.
 في السطر الأخير من الجدول.  أصغر قيمةيت  إيجاد المتغير الخارج تختيار  ▪
موجبة بلكس مةندما تكون جميع قي  السطر الأخير من جدول الس Minنتوصل إلى الحل الأمثل في مسائل التخفيض  ▪

 أو معدومة. 
 لحالة التعظي .  مماثلة أما بقية الخطوات فهي  ▪

 
 مثال توضيحي: 

حيث    2Mو 1M الغ من خليط الطلاء الذي يتكون من مادتين    1000طلبية قدرها    تلقت الفيراة الوطنية للمواد الكميائية 
دج، اما أنه ولأاباب تتعلق بمعايير الجودة فإن الفيراة مقيدة بضرورة 60دج ومن المادة الثانية  50يكلف الكلغ من المادة الأولى  

 الغ ةلى الأقل من المادة الأولى.   150ااتعمال 
 المطلوب: 

 بلكس؟متحديد الكميات الواجب ااتعمالها من المادتين لإنتاج الخليط بأقل تكلفة تاتعمال طريقة الس 
 

 الحل: 
 الخطوة الأولى: بناء النموذج الرياضي:  -1

 :تحديد المتغيرات -أ
 . 1Xبتي   من الخليط النهائي  1M نرمز للكمية الواجب ااتعمالها من المادة -
 . 2Xبتي   من الخليط النهائي  2M نرمز ز للكمية الواجب ااتعمالها من المادة  -
 هي تخفيض التكاليف، ومن ثم تكون دالة الهدف اما يلي:  هدف المؤسسة -ب
 2+60 x 1Min(c)= 50 x  

 تحديد القيود:  -ت
 القيود المفروضة ةلى تحقيق الهدف وبذلك فإن قيود هذه المسألة تكون اما يلي: 

  x 1x +2     =   1000        قيد الطلبية:                                 
  1M :                          150    ≤      1xقيد الحد الأدنى من المادة 

   X1X ,2   ≥   0                    قيد ةدم السلبية :                 
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 تحويل النموذج الرياضي للمسألة إلى نموذج معياري.  -2
إلى  (   s)  ويرمز له تلرمز  "  "متغير الفروقأو    "متغير الفجوة" نضيف     (: ≥ )من الشكل أكبر من أو تساوي   قيد  -

(  A"  في الجهة اليسرى للقيد نرمز له تلرمز ) المتغير الاصطناعي، اما نضيف اذلك متغير آخر نسميه "  الطرف الأقل  
وهو ةبارة ةن متغير وهمي تم وضعه لتسهل حل النموذج وليس لوجوده أي معنى لذلك من الأفضل أن لا يظهر في الحل 

 النهائي المتضمن للحل الأمثل.
 . ( مع إشارة االبة Mمز له تلرمز )ر ابير جدا ندالة الهدف بمعامل   " فيويضاف هذا المتغير " المتغير الاصطناةي 

 أما تلنسبة للمتغيرات الفجوة ال  تم اضافتها في الطرف الأيمن للقيد نعيدها للطرف الايسر مع تغيير الإشارة إلى
 إشارة االبة. 
  في هذه الحالة نضيف متغير اصطناةي فقط.(: =) الفيكل تساويمن قيد   -

 ت بح القيود اما يلي: ةندئد(، وةليه نبحث ةن ال يغة النموذجية)معياري
 

    x 1x +2     =   1000        قيد الطلبية:                                 
 حاله.شكل المساواة وتلتات يبقى ةلى 

           S 150     =     1x+1                                الثاني:القيد 
       1S   -   1x =    150 وهو يكافس                              

 S2, X1X ,1    ≥   0                    ةدم السلبية المتغيرات:                   قيد 
 الهدف اما يلي: وبذلك يمكن اتابة دالة 

1+ 0S 2+60 x 1Min(c)= 50 x 
 الخطوة الثالثة: إيجاد حل أولي مقبول  -3

تساوي ال فر، وتلتات   2Xو    1Xلإيجاد حل أوت مقبول يمكن أن نفرض حالة ألا إنتاج أي حالة اللاةمل ، أي أن  
 يكون الحل الأوت اما يلي: 

                             1000 =0+0  … ????!!!!           قيد الأول: 
    1S =-150       : أي أن            1S  -0             150 =     قيد  الثاني: 

 وهذه امية االبة وتخرق شرط ةدم البية المتغيرات.
 بما أن القيدين الأول والثاني غير محققين أي غير مقبولين، فيمكن القول أنه لا يوجد حاليا حل أوت مقبول.

( مقبول وذلك ةن طريق إضافة متغيرات خياليوبما أنه لا يوجد حل أوت مقبول، يمكن اللجوء إلى حل أوت إصطناةي)
 اما يلي:    Aالقيدين الأول والثاني( ونرمز لهما تلحرف )محققة  اصطناةية للقيود الغير 

    A 2+ x 1x+1    =   1000                                        قيد الطلبية: 
           A 1S   -  1x +2=    150                                                الثاني: القيد 
 2A, 1A ,1, S2, X1X     ≥   0                          عدم السلبية المتغيرات:  قيد 

وبما أن هذه المتغيرات الاصطناةية دخيلة ةلى المسألة وتستعمل لإيجاد حل أوت فقط فيجب التخل  منها حتى لا تظهر 
( في دالة الهدف ويعمل  M)رق  ابير مليون، مليار....( نرمز له بتي   )في الحل الأمثل وذلك ةن طريق تحميلها بمعامل ابير  
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واالبا في حالات التعظي ، وبذلك تكون دالة الهدف في هذه   لتخفيض ا  يكون موجبا في حالاتةكسها تماما بحيث  
 الحالة اما يلي: 

2A+M 1AM + 1S0+  2+60 x 1Min(c)= 50 x 

مساوية لل فر فتكون القيود      1X  ,   2X,    1Sأما إيجاد الحل الأوت الاصطناةي فيكون ةن طريق وضع ال المتغيرات  
 اما يلي: 

   1A 1000 =القيد الأول:   ▪
       2A 150 =  القيد الثاني:  ▪

 . ويمكن نقله لجدول السمبلكسحلا أوليا مقبولا  فهو يعتبر
 :(جدول الحل الأساسي الأول) في جدول هو نقل معطيات الحل الأوليالخطوة الرابعة:  -4

Min(c)= 50 x1 +60 x2 + 0S1 + MA1 +MA2 
                      1000   =    1+A 2+ x 1x    

150    =2A + 1S   -  1x           
0 )  2A, 1A ,1, S2x, 1(x 

 
 : 1الجدول 

2A 1A 1S 2X 1X  الكمية 
Q 

)ةمود 
الثوابث=الطرف 
 الأيمن للقيود(

ib 

متغيرات  
الأااس 

v 
)المتغيرات 
المفيكلة  
لم فوفة  
 الوحدة(

IX 

)معاملات 
المتغيرات في 

دالة  
 الهدف(

jc 

+M +M 0 60 50 

0 1 0 1 1 1000 1A M 
1 0 -1 0 1 150 2A M 
M M -M M 2M =iZقيمة دالة الهدفC = 1150M   

iz-jcΔz=  0 0 +M 60-M 50-
2M 

 الخطوة الخامسة: اختبار أمثلية الحل المتوصل  -5
، وبما أن قي  قيم السطر الأخير موجبة أو معدومةةندما تكون جميع    Minنتوصل إلى الحل الأمثل في حالة التخفيض  

السطر الأخير في الجدول السابق ليست الها موجبة أو معدومة فإننا لم نتوصل إلى حل الأمثل بعد ولا بد من ةملية تحسين  
 الحل. 
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 الخطوة السادسة: تحسين الحل -6
رق  ابير جدا، فلا بد من تخفيض التكاليف ةن طريق   M  حيث   1150Mبما أن الحل الأولى يحمل المساسة تكاليف تهظة  

 إخراج المتغيرات الاصطناةية من الحل، وللقيام بذلك، تتضمن ةملية التحسين ما يلي:
 إيجاد المتغير الداخل للحل:  ▪

 قيمة في السطر الأخير من الجدول لأنها تحقق أقل تكلفة.  أصغريت  إيجاد المتغير الداخل ةن طريق اختيار 
بعمود ةن ر ويسمى ةموده " بعمود المحور" أو  لأنه أصغر رق  ولو تلسالب   1Xوبذلك يكون المتغير الداخل إلى الحل هو 

 الارتكاز أو العمود الأمثل. 
  إيجاد المتغير الخارج من الحل:  ▪
 حالة التعظي بقية الخطوات هي نفسها اما في    

( ةلى الأرقام المعاملات المقابلة لها في ةمود  3العموديت  إيجاد المتغير الخارج ةن طريق تقسي  القي  الموجودة في ةمود الكمية)
 ". بصف المحورلأنه يحقق جميع قيود المسألة. ويعرف "  نختار أصغر حاصل قسمة المحور ثم 

 C    :1000  1  =1000صف 
 D    :150  1  =150صف 

 هو المتغير الخارج من الحل.  2A :  أصغر قيمة وبذلك المتغير ----- D    :150  1  =150صف 

 . 1"بنقطة المحور" وهي تساوي     A 2مع صف المحور 1Xاما يطلق ةلى نقطة تقاطع ةمود المحور 
 جدول الحل الأاااي الموات يت  إةداده اما يلي:  

 
 

 

2A 1A 1S 2X 1X  الكمية 
Q 

)ةمود 
الثوابث=الطرف 
 الأيمن للقيود(

ib 

متغيرات  
الأااس 

v 
)المتغيرات 
المفيكلة  
لم فوفة  
 الوحدة(

IX 

)معاملات 
المتغيرات 
في دالة 
 الهدف(

jc 

+M +M 0 60 50 

0 1 0 1 1 1000 1A M 
1 0 -1 0 1 150 2A M 
M M -M M 2M =iZقيمة دالة الهدفC = 1150M   

iz-jcΔz=  0 0 +M 60-
M 

50-2M 
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 الجدول الثاني:) تحسين الحل( 
 الانتقال إلى جدول جديد 

 
 
 
 
 
 
 
 

 الخطوة السابعة: اختيار أمثليه الحل -7
 السطر الأخير في الجدول ليست موجبة أو معدومة وتلتات لابد من ةملية التحسين مرة أخرى. نلاحظ أن جميع قي  

 الخطوة الثامنة: عملية التحسين  -8
 هو المتغير الداخل.  1Sمن ثم المتغير  الأخير.أصغر رق  في السطر إيجاد المتغير الداخل: -
 هو المتغير الخارج. 1Aوبذلك يكون المتغير  850أصغر حاصل قسمة موجبة هو إيجاد المتغير الخارج:  -

 وةليه يت  الح ول ةلى الجدول:
 : 3الجدول رقم 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2A 1A 1S 2X 1X  الكمية 
Q 

)ةمود 
الثوابث=الطرف 

 الأيمن للقيود(
ib 

v 
)المتغيرات 
المفيكلة  
لم فوفة  
 الوحدة(

IX  

 
معاملات 
المتغيرات 
دالة  في 
 الهدف(

jc 

+M +M 0 60 50 

-1 1 +1 1 0 850 1A M 
1 0 -1 0 1 150 1X 50 

-M+50 M M-50 M 50 =iZالهدف دالة    = Cقيمة 
850M+7500  

iz-jcΔz=  

+2M+50 0 M+50 - 60-
M 

0 

2A 1A 1S 2X 1X  الكمية 
Q 

)ةمود 
الثوابث=الطرف 
 الأيمن للقيود(

ib 

v 
)المتغيرات 
المفيكلة  
لم فوفة  
 الوحدة(

IX 

 معاملات
 المتغيرات في
 دالة الهدف( 

jc 

+M +M 0 60 50 

-1 1 +1 1 0 850 1S 0 
0 1 0 1 1 1000 1X 50 
0 50 0 50 50   =iZقيمة دالة الهدفC = 50000   

iz-jcΔz=  +M +M-
50 

0 10 0 
جميع قيم السطر 
الأخير من الجدول  
 موجبة أو معدومة 
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 جميع قي  السطر الأخير من الجدول موجبة أو معدومة ومن ثم فقد توصلنا إلى الحل الأمثل وهو اما يلي:  إذا يمكن القول أن
 الغ.   850ومقداره    1Sالغ ومتغير الزيادة ةن الحد الأدنى المطلوب    1000ومقداره    1Xمتغيرات الحل النهائي تتمثل في المتغير    -
 دج. 50000دالة الهدف وتتمثل في تكلفة الية قدرها  -
 لأنها خارج الحل الأمثل.   0بقية المتغيرات =  -
 الخطوة التاسعة: التأكد من الحل -9

 دالة الهدف:  •
2A+M 1AM + 1+ 0S 2+60 x 1Min(c)= 50 x 

Min(c)= 50 (1000) +60 (0)+ 0(850) + M(0) +M(0)= 50000 
                      

 القيود:  •
 القيد الأول:       

    A 2+ x 1x+1    =   1000        الطلبية:                                 قيد 
                                                  1000   =    1000+0+0  

 القيد الثاني:     
                                                                 150  =2+ A 1S   -  1x          

  150  =+ 0 850   -                     1000  
 2A, 1A ,1, S2, X1X     ≥   0                         المتغيرات: سلبية  شرط عدم •

 موجبة.جميع قي  المتغيرات معدومة أو 
 إذا جميع القيود محققة والحل صحيح. 

 
  حالات خاصة  -طريقة السمبليكس أو طريقة الجداول –البرمجـــــة الخطيـــــــة 

 
 

 النماذج صياغة  في الدقة  ةدم ةن تنج  خاصة  حالات تظهر الخطية  البرمجة  لمفياال الأمثل الحل ةن البحث أثناء
 :الحالات هذه أه  ومن البحث، موضوع المسألة  ةلى المسثرة العوامل تحديد في أو الرياضية 

 
  Infeasibility حل:  وجود عدم 1-
 وتحدث ممكن، حل وجود ةدم أي القيود، جميع تحتياجات يفي بفيكل الخطية  البرمجة  لمفيكلة  حل وجود ةدم الحالة  هذه تعني
 الأمثل الحل جدول  إلى ن ل السمبلكس طريقة  ااتخدام ةند متعارضة، قيودا تض  الخطية  البرمجة  مفيكلة  اانت إذا الحالة  هذه

 خروج الأمثل الحل  ةند تفيترط السمبلكس فقاةدة  ،موجبة  بقيمة  الأاااي الحل ضمن الاصطناةية  المتغيرات أحد يكون حيث
 .الاصطناةية المتغيرات ال
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  Unboundeness:  الحل محدودية عدم 2-
 محدود غير بفيكل الحل في الداخلة  العوامل أحد زيادة يمكن حيث تعظي ، نوع من الهدف دالة  تكون ةندما الحالة  هذه تحدث
 قد الخطية  البرمجة  مفيكلة  أن  يعني فهذا العملية  الحياة في الحالة  هذه واجهنا أن  حدث إذا نهاية، لا ما إلى الأرتح زيادة وتلتات
 بطريقة  الحل محدودية ةدم ةلى يستدل محدود، لا بفيكل الأرتح زيادة ةمليا  المستحيل من لأنه مناابة، غير بطريقة  صيغت

 االبة  أو صفرية  المحوري العمود قي  اافة  أن بسبب الخارج، المتغير تحديد يمكن ولا الداخل المتغير تحديد يمكن ةندما مبلكساالس
 . إهماله  مبلكساالس طريقة  تفيترط وال  معرفة، غير أو االبة  الخارجة  المتغيرات قي  اافة  ت بح أن ةليه يترتب الذي الأمر

 
 Alternate Optimal Solution : المثلى الحلول تعدد 3-
 الحالة  هذه ةلى التعرف نستطيع  متعددة، حلول لها  المفيكلة  هذه بأن نقول الخطية، البرمجة  لمفيكلة  أاثر أو أمثلين حلين وجود ةند
 الداخلة  غير المتغيرات  من أاثر أو لمتغير لل فر مساوية  الهدف دالة  معاملات تكون  حيث الأمثل، الحل جدول إلى الوصول ةند
 جديدا جدولا تكون أاااية، متغيرات إلى المتغيرات هذه تتحول أن يمكن الحالة هذه في ،)أاااية  غير متغيرات )  الحل قاةدة في

 .الأمثل الحل نفس يعطي
 

  )Degeneracy :القيود  أحد حياد (الحل انحلال 4-
 تظهر قد صفر، قيمته الأاااي   الحل متغيرات من  أاثر أو  واحد يكون ةندما الخطية  البرمجة  مفيكلة  حل في الانحلال حالة  تظهر
 الانحلال حالة  ااتمرار  وةند الأمثل، الحل إلى الوصول قبل تختفي أو الحل لنهاية  تستمر وإما الحل،  مراحل أحد في الانحلال حالة 
 .الهدف دالة  قيمة  تتحسن لن الحل نهاية  إلى

 الذي المتغير خلالها   من  نحدد  ال  الدنيا الموجبة النسبة تتساوى  ةندما السمبلكس  طريقة  في الانحلال  حالة  ةلى الااتدلال يمكن
 . الحل قاةدة إلى يدخل الذي المتغير اختيار يت  أاااها ةلى ال  الهدف دالة  اطر في القي  تساوت إذا أو الحل، قاةدة ايغادر
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 تمارين مقترحة: 
 : 1التمرين
 :التات الخطي النموذج إليك

 2+6x1Max (Z) = 8x 
Subject to constraints 

     2+2x14x 

      2+4x12x 

        )2, x1(x 

 

 الممكنة؛  الحلول منطقة  وحدد القيود أرا  -              المطلوب: 
 الهدف. دالة  قيمة  وحدد الأمثل الحل أوجد  -  

 
 :2تمرينال
 :التات الخطي النموذج إليك 

 2+2x1Min (C) = 5x 
Subject to constraints 

     2+x1x 

             = 1x 

        )2, x1(x 

  المطلوب: 
 تلطريقة البيانية.  الحل أوجد  -  

 
 :3تمرينال
 :التات البرمجة الخطية  ليكن لدينا نموذج 

 2+3x1Min (C) = 3x 
Subject to constraints 

           2+x1x 

            2x -1x 

            2+3x1x       

               1x 

                 2x    

        )2, x1(x 
  المطلوب: 

 البيانية. تلطريقة  الحل أوجد - 
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 :4التمرين 
 :أاتب ال يغة النموذجية والفيكل الم فوفي للبرامج التالية 

 
3+x 2+2x1Max Z = 5x                               2+6x1Max Z = 8x 

Subject to constraints         Subject to constraints     
 

       

    ≥ 3x+ 2+3x12x                               2+2x14x 

  35x+ 2+7x16x                                 2+4x12x 

 = 33x+ 2+x17x                               )2, x1(x 

                          )3x ,2, x1(x  

 
 :5التمرين 

 :التالية  حل بطريقة السامبلكس البرامج 
 

 2+60x1Max Z = 100x                             3+4x 2+3x1Max Z = 5x       
Subject to constraints         Subject to constraints  

 
 

    ≤ 2+2x18x                              ≤ 3x+ 42+2x14x 

  2+9x16x                               33x+ 2+2x12x 

 ≤ 2+6x1x                             ≤ 32x+ 2+3x1x     

                      )2, x1(x                                     )3x ,2, x1(x 
 

                             

  : 6التمرين
 أاتب النموذج الرياضي تلفيكل القيااي تاتخدام المتغيرات الاصطناةية: 

 

 3+4x2+12x1= 5x (c)2)    Min                           2+5x1= 4x )c (Min    )   
Subject to constraints         Subject to constraints  

 

                    3+x2+2x1x                              = 2+x13x 

                                                                     =3+3x2x-12x                               2+3x14x

                            = 2x                                  2+2x1x 

                               )3, x2, x1(x                                  )2, x1(x 
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  : 7التمرين 
 

 :التالية  تاتخدام طريقة السامبلكس أوجد الحل الأمثل للبرامج
 

 2+3x12)    Min Z = x                          2+x1Min Z = 2x    )   
Subject to constraints         Subject to constraints  

 

                    2+x1x                               2+3x1x 

                     2+x12x                               2+2x14x 

         = 2x                                                                       

                               )2, x1(x                                  )2, x1(x 
 

 

 2+12x116xMin Z =    (3 
Subject to constraints  

 

    = 2+2x1x 

  2+2x13x 

 ≤ 2+3x1x    

     )2, x1(x  
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 : الثنائية وتحليل الحساسية لثالمحور الثا
I -النظير أو المعاكس(  الثنائي برنامجلا( –   duality  – 

 تمهيد
 النموذج الثنائي خطوات تشكيل 

 كيفية تحويل النموذج الأصلي إلى النموذج المقابل )ثنائي(

 كيفية استنتاج الحل الأمثل للبرنامج الثنائي من خلال الحل الأمثل للبرنامج الأصلي
 طرق حل المسألة الثنوية 

II -التحليل الحسي 
 تمهيد

 تحليل الحساسية
 - الحدود الدنيا والقصوى لدالة الهدف - الهدفحالة تغير معاملات متغيرات دالة 

 jbحالة تغير الطرف الأيمن للقيود الوظيفية )المتاح(  
 ل تطبيقي  امث
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 –  duality   – )النظير أو المعاكس(  الثنائي  برنامجال   
 

 تمهيد:
، ومن الممكن  primal model إن المفياال ال  تم صياغتها بأالوب البرمجة الخطية أطلق ةليها اصطلاح النماذج الأولية  
، أي أن لكل نموذج   Dual Modelإةادة صياغة النموذج الأوت بأالوب أخر يطلق ةليه اصطلاح النموذج المقابل)الثنائي(  

 نموذج مقابل له ومفيتق منه.من نماذج البرمجة الخطية هناك 
إذن هي ةبارة ةن نموذج معكوس للنموذج الأصلي نلجأ إليه ةندما ي عب حل المسألة الأصلية، أو أن للبرنامج الأوت ةدة حلول،  
فكل نموذج أصلي له نموذج ثنائي أي أن ال مفيكلة تعظي  الأرتح يمكن صياغتها امفيكلة تدنية التكاليف اما أن مفيكلة تدنية  

ة تعظي  الأرتح، وأن هناك صفة مفيتراة ما بين النموذجين تتمثل في أن الحل الأمثل لأحدهما  التكاليف يمكن صياغتها امفيكل
 يعطي الحل الأمثل للنموذج الأخر. 

 خطوات تشكيل النموذج الثنائي:  -1

 يمكن تلخي  خطوات تحويل النموذج الأصلي إلى نموذج ثنائي تلفيكل التات: 
فإنه يتحول إلى الوصول    Maxةندما يكون النموذج الأصلي يعبر ةن مفيكلة الوصول إلى أق ى قيمة)التعظي (   ▪

 ةند إةداد النموذج الثنائي، والعكس صحيح، بمعنى: Minإلى أدنى قيمة 
في المسألة الثنائية والعكس إذا اانت   Minفي المسألة الأصلية ت بح    Maxتحويل شكل دالة الهدف إذا اانت  

Min  في المسألة الأصلية ت بحMax .في المسألة الثنائية 
 ( في المسألة الثنائية.  ibمعاملات المتغيرات في دالة الهدف للمسألة الثنائية هي قي  الطرف الأيمن ) ▪
 م فوفة معاملات المتغيرات في القيود للمسألة الثنائية هي منقول م فوفة المتغيرات في المسألة الأصلية.  ▪
 الطرف الأيمن للمسألة الثنائية هي معاملات المتغيرات في دالة الهدف للمسألة الأصلية.  ▪
 ( في المسألة الثنائية.  ≥( في المسألة الأصلية تعني قيد من الفيكل )≤متغيرة من الفيكل )   ▪
 ( في المسألة الثنائية.  ≤( في المسألة الأصلية تعني قيد من الفيكل ) ≥متغيرة من الفيكل )  ▪
 متغيرة ايفي في المسألة الأصلية تعني قيد من الفيكل ) = ( في المسألة الثنائية.  ▪
 ( في المسألة الثنائية.  ≥( في المسألة الأصلية يعني قيد من الفيكل )≤قيد من الفيكل )   ▪
 ( في المسألة الثنائية.  ≤( في المسألة الأصلية يعني قيد من الفيكل ) ≥قيد من الفيكل )  ▪
 ( في المسألة الأصلية يعني متغير ايفي في المسألة الثنائية.  = قيد من الفيكل )  ▪
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 يمكن تلخي  الخطوات السابقة في الجدول الموات: 
 

 المسألة الثنوية  المسألة الأصلية 
 Min(w)دالة الهدف  Max(z)دالة الهدف 

 Min(-w)دالة الهدف  Max(-z)تحول إلى   Min(z)دالة الهدف 
 i(y(ةدد المتغيرات  ةدد القيود يساوي 

 ةدد القيود  يساوي  j(x (ةدد المتغيرات
  0  iY)   (القيد ةلى شكل أقل أو يساوي

  iY 0 (، أي ي بح أقل أو يساوي1-يضرب في )   ()القيد أابر أو يساوي 
  iY 0 القيد ةلى شكل مساواة ) =( 

Xj  0 القيد أقل أو يساوي)   (   
Xj  0  القيد أابر أو يساوي() 
Xj = 0 ) = ( القيد يساوي 

 
 في المسألة الأصلية، فإن ال القيود في الثنوية تكون ةلى شكل أابر أو يساوي. ونظرا لفيرط اللاالبية  
 

  :ملاحظة
 فيجب الربح تعظي   إلى المفيكلة تهدف اانت فإذا العكس، أو مقابل إلى الأوت النموذج تحويل ةند الجوانب بعض مراةاة من بد لا
 اون حالة  في يساوي  أو أابر شكل في المتراجحات تكون بينما وي، يسا  أو أصغر وهو واحد تتجاه  المتراجحات جميع تكون أن

 المطلوب الاتجاه إلى تحويلها من بد فلا ،أةلاه ذار لما مخالفة   المتراجحات  بعض وجدت إذا أما التكاليف، تقليل إلى تهدف المفيكلة 
 (. 1- )في  بضربها وذلك

 
 كيفية تحويل النموذج الأصلي إلى النموذج المقابل )ثنائي(:  -2

 إذا اان البرنامج الأوت في صيغته القانونية التالية: 
 

Max(Z) = ∑ 𝑪𝒋 𝒙𝒋
𝒏
𝒋=𝟏 

∑𝒂𝒊𝒋 𝒙𝒊

𝒏

𝒋=𝟏

 ≤  𝒃𝒊  ; 𝒊 = 𝟏, 𝟐, …… … ,𝒎 

𝒙𝒊 ≥ 𝟎  , 𝒃𝒊 ≥ 𝟎   
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 فإن برنامجه الثنائي يكون االتات:
Min(w) = ∑ 𝒃𝒊 𝒚𝒊

𝒎
𝒊=𝟏 

∑ 𝒂𝒊𝒋 𝒚𝒊

𝒎

𝒊=𝟏

 ≥  𝒄𝒋    ; 𝒋 = 𝟏, 𝟐, ……… , 𝒏 

𝒚𝒊 ≥ 𝟎  , 𝒄𝒋 ≥ 𝟎   
 

 ةدد يساوي الثنائي  البرنامج في القيود وةدد الأوت، البرنامج في القيود ةدد يساوي الثنائي البرنامج في المتغيرات ةدد أن نلاحظ
 .الأوت البرنامج في المتغيرات

 مثال توضيحي:
  

تاتخدام ثلاثة ةناصر إنتاجية هي المواد الأولية والطاقة والعمل،    2Xو    1Xتنتج إحدى الفيراات الوطنية نوةين من المنتجات هي  
 من هذه الموارد وربح ال منها. 2Xو  1Xويوضح الجدول الآتي المتاح من هذه الموارد، ما تحتاجه الوحدة الواحدة من ال 

 
 المنتج                 
 عناصر الإنتاج

  المنتجات
 1X 2X الموارد المتاحة 

 16 4 2 مواد أولية 
 20 2 6 طاقة
 24 6 8 ةمل

  6 4 ربح الوحدة الواحدة 
 

 المطلوب:  
 إيجاد البرنامج الخطي لهذه المسألة.  -1
 إيجاد البرنامج الثنائي وتفسيره اقت اديا.  -2

 الحل: 
 
 البرنامج الأوت يعطى تلفيكل التات:  

2+6 x 1Max(z)= 4 x             هدف المؤسسة 
 تحديد القيود:  

 القيود المفروضة ةلى تحقيق الهدف وبذلك فإن قيود هذه المسألة تكون اما يلي: 
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 x 1x 2 4+2     ≥   16                                        لمواد الأولية:قيد ا 
 x 1x 6                    S/C 2+2     ≥   20                                             الطاقة:قيد 

 x 1x 8 6+2     ≥   24                                              قيد العمل: 
           1X    , 0   ≤   2X     ≥   0                    قيد ةدم السلبية :                 

 
المثلى ال  تجعل قيمة الربح أابر ما يمكن تلإضافة إلى الوحدات غير المستغلة   Zوقي   2Xو   1Xقي  يعطينا الأوت النموذج حل

 والكلفة الكلية للإنتاج لذلك يت  ااتخراج البرنامج الثنائي.   2Xو      1Xمن المواد الأولية، لكنه لا يحدد الفة الوحدة الواحدة من  
 

 ئي يكون بالشكل التالي: الثنا البرنامج استخراج 
( في المسألة   ibمعاملات المتغيرات في دالة الهدف للمسألة الثنائية هي قي  الطرف الأيمن ) ▪

 الثنائية.

i                  16B  

20                            

24                                       
 

3+24 Y 2+20 Y 1Min(w)= 16 Y             
المتغيرات في القيود للمسألة الثنائية هي منقول م فوفة المتغيرات في المسألة  م فوفة معاملات   ▪

 الأصلية.
 للمسألة الأصلية. معاملات المتغيرات في دالة الهدفالطرف الأيمن للمسألة الثنائية هي  ▪

 
 4  ≥ 3+8 Y 2+6 Y 12 Y        

                          6  ≥  3+6 Y 2+2 Y 14 Y                 S/C 
0  ≥)     3, Y 2, Y 1(   Y  

 حيث:
1Y  .اعر الوحدة الواحدة من المواد الأولية : 
2Y طاقة : اعر الوحدة الواحدة من ال. 
3Y عمل: اعر الوحدة الواحدة من ال. 
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 يمكن تفسير معاملات دالة الهدف اما يلي: 

1Y 16  : أي حاصل ضرب اعر الوحدة الواحدة من المواد الأولية في امية المواد الأولية المتوفرة(الأوليةالمواد   الفة ( . 
2Y 20المتوفرة(. طاقة في امية المواد ال طاقة ) أي حاصل ضرب اعر الوحدة الواحدة من الطاقة : الفة ال 
3Y 24  المتوفرة(.  عمالة في امية المواد ال العملحاصل ضرب اعر الوحدة الواحدة من  ) أيالعمل: الفة 

ن  والمجموع لهذه الحدود الثلاثة يمثل الكلفة الكلية، ولهذا نسعى إلى تحقيق أقل الفة للعملية الإنتاجية دالة الهدف للنموذج المقابل م
 نوع التدنئة، مع تحقيق الأرتح ال  حددت وفق النموذج الأوت. 

 أما التفسير الاقت ادي لقيود النموذج الثنائي: 
 القيد الأول: 

1Y 2 : 1اللازمة لت نيع الوحدة الواحدة من المنتوج  المواد الأولية  تمثل الفةX  . 
2Y  6 : 1طاقة  اللازمة لت نيع الوحدة الواحدة من المنتوج ال تمثل الفةX  . 
3Y 8 : 1عمل اللازمة لت نيع الوحدة الواحدة من المنتوج ال تمثل الفةX  . 

، إذن القيد الأول هو الفة إنتاج    1Xوالمجموع لهذه الحدود الثلاثة يمثل الكلفة الكلية اللازمة لت نيع وحدة واحدة من المنتوج  
يجب أن تساوي أو تلحد الأدنى لربح الوحدة    1X، حيث أن الكلفة الكلية لت نيع وحدة واحدة من      1Xوحدة واحدة من  

 .4ومقداره   1Xالواحدة من المنتوج  
 القيد الثاني: 

1Y 4 : 2اللازمة لت نيع الوحدة الواحدة من المنتوج  المواد الأولية  تمثل الفةX  . 
2Y  2 : 2طاقة  اللازمة لت نيع الوحدة الواحدة من المنتوج ال تمثل الفةX  . 
3Y 6 : 2عمل اللازمة لت نيع الوحدة الواحدة من المنتوج ال تمثل الفةX  . 

، إذن القيد الثاني هو الفة إنتاج وحدة    2Xوالمجموع لهذه الحدود الثلاثة يمثل الكلفة الكلية اللازمة لت نيع وحدة واحدة من المنتوج  
يجب أن تساوي أو تلحد الأدنى لربح الوحدة الواحدة    2X، حيث أن الكلفة الكلية لت نيع وحدة واحدة من     2Xواحدة من 
 .6ومقداره   2Xمن المنتوج  

 
 

 ملاحظة: 
القانونية (، فإنه يجب تحويله إلى ال يغة ≤،   ≥ن النوةين )إذا اان النموذج ذا صيغة مختلطة)ةامة( أي يحتوي ةلى متراجحات م

 ثم تحويله إلى برنامج ثنائي.
 

 المعنى الاقتصادي لمتغيرات المسألة الثنوية: 
تسمى أيضا تلتكلفة المخفضة وهي القيمة اللازمة لتحسين )تلزيادة أو النق ان( معامل المتغير في دالة     jtتكلفة الفرصة البديلة    -

 الهدف حتى يمكن للمتغير أخذ قيمة أابر من ال فر في الحل الأمثل.   
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يق د به مقدار التغير )زيادة أو نق ان( في قيمة دالة الهدف نتيجة تغير الطرف الأيمن من القيود بوحدة واحدة.       iyاعر الظل    -
 شريطة أن لا تتغير المتغيرات الأاااية في الحل الأمثل وأن لا تتغير ةناصر المسألة الأخرى. 

 
  :2مثال

 الخطية الأوت التات: ليكن نموذج البرمجة  
          2+2 x 1x(z)= xMa             

20   ≤     2+4 x 1x 3   
 30  ≥     2+6 x 1x 5                    S/C 

10   ≤      2+ x 1x  
0   ≤     1X   , 0   ≤   2X           

يجب أن تكون ال قيوده من النوع أقل أو تساوي  Maxنموذج البرنامج ذو صيغة ةامة يت  تحويله إلى صيغة قانونية أي في حالة 
 ( ي بح القيد أقل أو يساوي اما يلي: 1- ومنه نضرب طرفي المتراجحة أابر أو تساوي في إشارة ناق )

 
30  ≥      2+6 x 15 x  ( ت بح: -نضرب في ) 
30 -   ≤    ) 2+6 x 15 x  (  - 
30 -   ≤    26 x - 15 x    - 

 ومنه ي بح النموذج الأصلي:
          2+2 x 1Max(z)= x             

20   ≤     2+4 x 1x 3   
 30 - ≤     26 x - 1x 5  -                           S/C 

10   ≤     2+ x 1x  
0   ≤     1X   , 0   ≤   2X            

 
 ومنه يكون النموذج الثنائي: 

         3+10y 230 y- 1Min(w)=20 y             
1   ≥   3+ y  25 y- 1y 3   
 2  ≥    3+y 26y- 1y 4                    S/C 

0   ≤     1y   , 0   ≤     2,      y    0   ≤   3y 
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 للبرنامج الثنائي من خلال الحل الأمثل للبرنامج الأصلي: كيفية استنتاج الحل الأمثل  -3

 يت  ااتنتاج الحل الأمثل للبرنامج الثنائي من خلال الحل الأمثل للبرنامج الأصلي تتباع الخطوات التالية: 
 

 والعكس صحيح. bjت بح في مكان  Δ cأولا قي   ▪
 ثانيا تحديد نوع المتغيرات وفقا للقاةدة.  ▪
 نفسها.   zثالثا قيمة  ▪
 ي بح +(.  –و  –رابعا أاطر الم فوفة ت بح أةمدة والعكس صحيح مع العكس في الإشارة )+ ي بح  ▪
 ...(   kCثم تكملة بقية بيانات الجدول ) ▪

 (.-نضيف لسطر التقيي  إشارة ) Min فقط إذا اان النموذج الثنائي من النوع  ملاحظة:
 مثال: 

 الثنائي له البرنامج                                                       البرنامج الأصلي
2+3 x 1Max(z)= x                                          2+90 y 1Min(z)=40 y   

                            S/C        2y1 + y2 ≥ 1                          2x1 + x2 ≤ 40         

y1 +4 y2 ≥ 3                        x1 +4 x2 ≤ 90             

 
0   ≤     1X ,   0   ≤   X                                      0≤     2 y ,   0   ≤  1y          

2+0s1+0s2+3 x 1Max(z)= x 
40=  1+0s2+ x 12x 
90=  2+0s2+4 x 1x 
0   ≤    2, s1s, 1X ,   2X 

   
 الجدول الأول:

0 0 3 1  
Q 

 
V 

 

 
CJ S2 S2 X2 X1 

0 1 1 2 40 S1 0 
1 0 4 1 90 S2 0 
0 0 0 0  
0 0 3 1 Z  = 0 
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 :ثاني الجدول ال
0 0 3 1  

Q 
 

V 
 

 
CJ S2 S2 X2 X1 

-1/4 1 0 7/4 70/4 S1 0 
1/4 0 1 1/4 90/4 X2 3 
3/4 0 3 3/4  
-3/4 0 0 1/4 Z  = 270/4 

 : ثالثالجدول ال
0 0 3 1  

Q 
 

V 
 

 
CJ S2 S2 X2 X1 

-1/7 4/7 0 1 10 X1 1 
2/7 -1/7 1 0 20 X2 3 
5/7 1/7 3 1  

-5/7 -1/7 0 0 Z  = 70 
 
 لجدول في الأخير:ا

    الثنائي:البرنامج     
                                    2+MA1+ MA 2+0s1+0s   2+90 y 1Min(z)=40 y 

                            2y1 + y2 – s1 +A1 = 1                           

                           y1 +4 y2 – s2 +A2 = 3                          
 

   0 ≤     2, A1, A2, S1, S 2 y ,   1y                            
 

2S 1S 2X 1X    

-1/7 4/7 0 1 10 1X 1 

2/7 -1/7 1 0 20  2X 3 

5/7- 1/7- 0 0 Z=70 
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 الجدول الأخير( للبرنامج الثنائي اما يلي:) نستنتج الحل الأمثل 
2A 1A 2X 1X    

-1/7 4/7 0 1 10 1X 1 

2/7 -1/7 1 0 20  2X 3 

5/7 1/7 0 0 Z=70 

     
 للبرنامج الثنائي: الجدول الأخير 

2A 1A 2y 1y    

1/7 -4/7 0 1 1/7 1y 40 

-2/7 1/7 1 0 5/7  2y 90 

20- 10- 0 0 Z=70 

 
 المعنى الاقتصادي لمتغيرات المسألة الثنوية:  

أيضا تلتكلفة المخفضة وهي القيمة اللازمة لتحسين )تلزيادة أو النق ان( معامل المتغير في دالة    تسمى   jtتكلفة الفرصة البديلة    -
 الهدف حتى يمكن للمتغير أخذ قيمة أابر من ال فر في الحل الأمثل.   

يق د به مقدار التغير )زيادة أو نق ان( في قيمة دالة الهدف نتيجة تغير الطرف الأيمن من القيود بوحدة واحدة.       iyاعر الظل    -
 شريطة أن لا تتغير المتغيرات الأاااية في الحل الأمثل وأن لا تتغير ةناصر المسألة الأخرى. 

 
 ملاحظة: 

 حتى نتجنب الأخطاء المحتملة ةند صياغة المسألة الثنوية نقترح القيام بما يلي:
 (. 1-بضرب معاملاتها في ) Max(-z)نقوم بتحويلها إلى  Min Zإذا اانت دالة الهدف في المسألة الأصلية ةلى شكل  -
طرفي بضرب  أصغر أو تساوي  (     ≤ )في المسألة الأصلية إلى إن وجدت  ≥(  تحويل القيود ال  هي ةلى شكل أابر أو تساوى )    -

 (. 1-في ) القيود
الثنوية فننتظر أن تكون المتغيرات بهذه أما القيود ال  هي في شكل معادلات فلا تحول. وبما أن القيد في الأصلية يقابله تغير في    -

 1القيود غير مقيدة الإشارة.

 
 62-61، ص ص مرجع اابق حمودي حاج صحراوي،  1
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 مثال: 
 المطلوب إيجاد المسألة الثنوية للمسألة الأصلية الأتية: 

         3+ 3x 2+5 x 1Min(z)= 4x             
2500   ≤    3+4x 2+3 x 1x 2   

750  ≥    3+x 2+ x 1x                
 250  ≥      1x                                          S/C 

300  =    2x  
≥ 0 3 x        

0   ≤  1x   , 0   ≤ 20        x≥3 x  
  
 الحل:  
 (.1-في ) zبضرب الدالة  Maxتحول دالة الهدف إلى  -
 (.1-(  أصغر أو تساوي بضرب طرفي القيود في )  ≤في المسألة الأصلية إلى )≥( تحول القيود ال  هي ةلى شكل أابر أو تساوى )  -

         33x - 25 x- 14x-z)= -Min(z) = Max(             
2500   ≤    3+4x 2+3 x 1x 2   

750-  ≤    3x- 2x - 1x -               
 250-  ≤     1x -                                           S/C 

300  =    2x  
≥ 0 3 x        

0   ≤  1x   , 0    ≤ 20        x≥3 x 
 المسألة الثنوية المرافقة: 

 4+300y 3250y – 2750 y- 1Min(w) = 2500y    

4-   ≥   4+0y 3y- 2y - 1y 2   
5-  ≥    4+y 3+0y 2y - 13 y                     S/C 
 3-  ≥    4+0y 3+0y 2y– 1y 4                                                  

0 ≠ 40       y≤  1y   , 0   ≤    20        y≥3 y 
             كيفي غير مقيد الإشارة(  4y)المتغير 

 
 طرق حل المسألة الثنوية:  -4

هناك ةدة طرق لحل المسألة الثنوية، منها طريقة تعتمد أاااا ةلى الحل الأمثل للمسألة الأصلية ويطلق ةليها طريقة قانون  
التكامل بين متغيرات الأصلية ومتغيرات الثنوية، وطريقة السمبلكس الخاصة تلمسألة الثنوية وطريقة ثالثة تتمثل في ااتنتاج الحل 

ل للأصلية، طريقة رابعة تتمثل في اةتبار المسألة الثنوية اأية مسألة أصلية وحلها بطريقة السمبلكس الأمثل من الجدول الأمث
 اوف نكتفي بتوضيح ثلاث طرق ةلى النحو التات: ةلى مرحلتين أو إدخال المتغيرات الوهمية.
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 :طريقة قانون التكامل بين متغيرات الأصلية ومتغيرات الثنوية. 4-1
 نبين ذلك فيما يلي:

 
 
 
 
 

>0 j=0  t jx        xj =0 j Σt 

=0 jt          >0 jX 
 مثال:

 الأصلية الأتية: لتكن المسألة 
        3+ 4x  2+2 x 1Max(z)= 5x              

10   ≤    3+x  2  +2 x 1x        S/C 
 8 ≤    3+3x  2x  - 12x                       

≥0)  3, x 2, x1( x 
 والحل الأمثل للأصلية هو:   

= 0       z= 154/5                                 2= 0       s 1=0       s 3= 12/5        x2=26/5      x1x 
 المطلوب:  

 ؟طريقة قانون التكامل بين متغيرات الأصلية ومتغيرات الثنوية إيجاد الحل للمسألة الثنوية ب -

 الحل: 
 صياغة المسألة الثنوية:  - 1
 2+8 y 1Min(w) = 10y    

5   ≥    2+2 y 1y    
2  ≥     2y - 12 y                     S/C 
 4  ≥    2+3y 1y                                                  

  0   ≤    20        y≥1 y 
 تحويل على الصياغة القياسية)المعيارية(:  -2

5   =   1t -  2+2 y 1y    
2  =    2t - 2y - 12 y                      S/C 
 4  =   3t -  2+3y 1y                                                  

   ≥ 0 ) 3, t 2, t 1, t 2, y 1(y 
 لدينا المعطيات التالية: 

 المسألة الأصلية 
Max(z) = Σcj.xj 

Σ aij . xj ≤ bi 

Σ aij . xj + Si   = bi  (*) 

 ثنوية المسألة ال
Min(w) = Σbi.yi 

Σ aji . yi ≥ bi 

Σ aji . yi - ti   = cj  (**) 
 

 

 
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= 0       z= 154/5                                 2= 0       s 1=0       s 3= 12/5        x2=26/5      x1x 
 ومنه:  

>0 1t =0  3=0         x 2t = 12/5 2=0      x 1t =26/5 1x 
                               z= 154/5      w= 154/5>0        2y = 0 2> 0      s 1y = 0   1s 

 مجموةة من المعادلات الآتية: تلتعويض في القيود نتح ل ةلى 
 

5………(1)   =   1t - 2+2 y 1y    
2………(2)  =    2t - 2y - 12 y     
….........(3)         4  =   3t - 2+3y 1y        

   
5………(1)   =   1t - 2+2 y 1y    
2………(2)  =    2t - 2y - 12 y     
….........(3)         4  =   3t - 2+3y 1y        

  y1y      9/5 =2  8/5 =( نتح ل ةلى:  2( و )1من المعادلة )
 3t            = 13/53t( نتح ل ةلى قيمة 3تلتعويض في )

 ةلى التوات فنتح ل ةلى:  5/8و  8/9بتي   2yو   1yوحتى نتحقق من النتائج نعوض ال من قي  
2+ 8 y 1W= 10  y 

W= 10(9/5) + 8(8/5)  = 90/5  + 64/5  = 154/5 
 فإن الحل المتح ل ةليه تلنسبة للمسألة الثنوية هو الحل الأمثل فعلا.  z=wوبما أن 

 هذه الطريقة بسيطة واريعة في نفس الوقت إلا أنها لا تخلو من بعض العيوب نذار منها:
الية ةلى الحل الأمثل للمسألة الأصلية، هذه الطريقة تتطلب حل المسألة الأصلية أولا وهذا ما يأخذ وقتا طويلا   إةتمادها ▪

 في بعض الأحيان. 
 1هذه الطريقة لا يمكن ااتعمالها اما هي إذا اانت المسألة الأصلية تتميز بحالة التحلل أو بحالة الحلول المثلى البديلة.  ▪

 
 طريقة استنتاج الحل الأمثل من الجدول الأمثل للأصلية:  4-2

 ليكن نموذج البرمجة الخطية الأوت التات: 
 
 320 x- 2+60 x 1Max(z)= 40x 

300    ≥    2+ 6x 13x                  s/c 
220  ≥   3x +2+ 2 x 14 x   

 100  ≥   3x+ 1x                         

 
 .66ص مرجع سبق ذكره، حمودي حاج صحراوي،  1
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0≥)  3, x 2, x1( x 
 للنموذج أةلاه هو التات:وجدول الحل الأمثل 

 
 (:1الجدول رقم)

0 0 0 -20 60 40 ib م.أ 
B.V 

jc 
3s 2s 1s 3x 2x 1x 

0 -1/6 2/9 -1/6 1 0 30 2x 60 

0 1/3 -1/9 1/3 0 1 40 1x 40 

1 1/6 -2/9 7/6 0 0 70 2s 0 

0 10/3 80/9 10/3 60 40 Z=3400 

0 -10/3 -80/9 -50/3 0 0 iz-jZ= cΔ 

 

 
 .  31ص  2-2020اجل، 

 للأصلية: ااتنتاج الحل الأمثل من الجدول الأمثل  •
 الحل الأمثل للنموذج الثنائي الموافق للنموذج الأوت أةلاه هو التات:

 متغيرات القرار: بما أن النموذج الأوت ةلى شكله النموذجي فإن:  -
iy   هيiz  لمتغيرة الفجوةis  03 =، وy =10/3     ,2=80/9    , y1y 

 jz – j(c-=  it(( فإن:   Maxمتغيرات الفجوة: بما أن النموذج من الفيكل )  -
=50/3   3=0  ,  t 2=0  ,  t 1t 

   (فإن: Minأما في حالة النموذج من الفيكل)
)jz – j= (c it 

 
 : اعتبار المسألة الثنوية كأية مسألة أصلية وحلها بطريقة السمبلكسطريقة  4-3
 :  طريقة خوارزمية الثنائية للسمبلكس-
 ؛  biأي اطر الارتكاز وال  توافق أقل معامل االب أولا تحديد المتغيرة الخارجة  -أ

 الارتكاز وال  توافق أقل معامل االب في اطر الارتكاز؛ بعد تحديد المتغيرة الخارجة يت  تحديد المتغيرة الداخلة أي ةمود  -ب
 تم ةن ر الارتكاز؛  -ت 
 ومن ثم تحسين الحل بطريقة السمبلكس العادية إلى أن ن ل إلى شرط ةدم البية المتغيرات ومعيار الأمثلية.  
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  مثال:
 لتكن المسألة الأصلية الأتية: 

  2+3 x 1Max(z)= x                                   90+2  :  قابلالبرنامج الثنائي الم y 1Min(w)=40 y 
40   ≤     2  + x 12x           S/C                                                                                   1  ≥     2+ y 12y                       
90 ≤      2+ 4 x 1x                                                                         3   ≥      2+4 y 1y        

≥0)  2, x1( x                                                                              ≥0)  2, y1( y 
 

 الصيغة القياسية: 
                 2+0s 1+ 0s 2+3 x 1Max(z)= x                         
40   =    1+s 2  + x 12x         S/C 

 90 =   2+s   2+ 4 x 1x                       
≥0)  2, s 1, s 2, x1( x 

 

 (: 1الجدول رق )
0 0 3 1 ib م.أ 

B.V 

jc 

2s 1s 2x 1x 

0 1 1 2 40 1s 0 

1 0 4 1 90  2s 0 

0 0 0 0 Z=0 

0 0 3 1 iz-jZ= cΔ 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

X2 
 داخل 

 

 

s
2  

ج
خار
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 (:2الجدول رقم)
0 0 3 1 ib م.أ 

B.V 

jc 

2s 1s 2x 1x 

-1/4 1 0 7/4 70/4 1s 0 

¼ 0 1 1/4 90/4  2x 3 

¾ 0 3 3/4 Z=270/4 

-3/4 0 0 1/4 iz-jZ= cΔ 

 

 
 

 (:3الجدول رقم)
0 0 3 1 ib م.أ 

B.V 

jc 

2s 1s 2x 1x 

-1/7 4/7 0 1 10 1x 1 

2/7 -1/7 1 0 20  2x 3 

5/7 1/7 3 1 Z=70 

-5/7 -1/7 0 0 iz-jZ= cΔ 

 

 : ثنويةمسألة اللل  الحل الأمثل
 y 1Min(w)=40 y 90+2 البرنامج الثنائي المقابل:                                       
    1  ≥     2+ y 12y                       

   3  ≥     2+4 y 1y        
  ≥0)  2, y1( y   

 
 الصيغة القياسية: 

                                    2+0t 1+ 0t  2+90 y 1Min(w)=40 y 
    1-  =           1+ t  2y - 12y-                       

   3-  =         2+t  24 y- 1y -       
  ≥0)  2, t 1,t 2, y1( y 

S
1  

ج
خار

 

 

X1 
 داخل 
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 : الأولي  الجدول

 الطرف  40 90 0 0
 الأيمن

 م.أ
B.V 

 معاملات
 2t 1t 2y 1y دالة هدف 

0 1 -1 -2 -1 1t 0 

1 0 -4 -1 -3  2t 0 

0 0 0 0 w=70 

0 0 90 40 iw-jw= cΔ 

 

 
الطرف الأيمن االبة وةليه شرط  قي     ، ولكن   Minالسطر الأخير قي  موجبة ويحقق الحل الأمثل في حالة دالة هدف   

 البحث ةن الحل الأمثل أن قي  الطرف الأيمن تكون بدورها موجبة. التوقف 
 نبدأ تلمتغير الخارج ومن بعد ذلك لمتغير الداخل )ةكس ما اان معمول به في السابق(.  -
 ايفية اختيار المتغير الخارج: يحمل أابر قيمة االبة في الطرف الأيمن.  -
ايفية اختيار المتغير الداخل: نقس  المعاملات السالبة فقط ةلى المتغيرات الخارجة المقابلة لها، ونأخذ المطلق وتأخذ أقل  -

 نسبة. 
 (:1الجدول)

 
 الطرف  40 90 0 0

 الأيمن

 م.أ

B.V 

 معاملات 

دالة 

 هدف

2t 1t 2y 1y 

0 1 -1 -2 -1 1t 0 

1 0 -4 -1 -3  2t 0 

0 0 0 0 w=70 

0 0 90 40 iw-jw= cΔ 

 

 

قيم 
جبة

مو
 

 

t
2  

ج
خار

 

 

y2 
 داخل 
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 .2tوةليه المتغير الخارج هو -3أولا المتغير الخارج: )للطرف الأيمن(: أابر قيمة االبة وهي  -
 ثانيا المتغير الداخل: تمثل أصغر نسبة تلقيمة المطلقة من ناتج قسمة المعاملات السالبة فقط ةلى المتغيرات الخارجة-

40/-1=- 40          90/-4= -22.5 
 وتقي العملية نفس طريقة سمبلكس لدالة هدف أصلية.   2y نأخذ أصغر قيمة تلقيمة المطلقة وةليه المتغير الداخل هو  

 
 
 

   (: 2الجدول)
 الطرف  40 90 0 0

 الأيمن

 م.أ

B.V 

 معاملات 

دالة 

 هدف

2t 1t 2y 1y 

-1/4 1 0 -7/4 -1/4 1t 0 

-1/4 0 1 1/4 3/4  2y 90 

-90/4 0 90 90/4 w=270/4 

90/4 0 0 70/4 iw-jw= cΔ 

 

 
 
 
 .1tوةليه المتغير الخارج هو -4/1المتغير الخارج: )للطرف الأيمن(: أابر قيمة االبة وهي  -
 ثانيا المتغير الداخل: تمثل أصغر نسبة تلقيمة المطلقة من ناتج قسمة المعاملات السالبة فقط ةلى المتغيرات الخارجة-

70/40 ÷  (-7/4) =- 10          90/4  ÷ (-1/4)= -90 
 . 1yوالمتغير الداخل  1tالمتغير الخارج   ىوةل 1yأصغر نسبة تلقيمة المطلقة هي للمتغير الداخل 

 
 
 
 
 
 
 

1Y 
 داخل 

 
 

t
1  

ج
خار

 

 



73 

 

 (:3الجدول)
 الطرف  40 90 0 0

 الأيمن

 م.أ

B.V 

 معاملات 

دالة 

 هدف

2t 1t 2y 1y 

1/7 -4/7 0 1 1/7 1y 40 

-2/7 1/7 1 0 5/7  2y 90 

-20 -10 90 40 w=490/4= 70 

+20 +10 0 0 iw-jw= cΔ 

 

 شرط التوقف: 
  y1W=z= 70            y             1/7 =5/72 =ةندما تكون قي  الطرف الأيمن جميع القي  موجبة.

 
0 0 3 1 ib م.أ 

B.V 

jc 

2s 1s 2x 1x 

-1/7 4/7 0 1 10 1x 1 

2/7 -1/7 1 0 20  2x 3 

5/7 1/7 3 1 Z=70 

-5/7 -1/7 0 0 iz-jZ= cΔ 
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II - التحليل الحسي   

 تمهيد: 
إن الحل العلمي لأي مفيكلة لا يكون حلا ااملا بمجرد الوصول إلى الحل الأمثل، إن أي تغير في قي  الثوابت النموذج أو ما يعرف  

الخطية   النموذج الذي ايغير من مفيكلة البرمجة  وايسثر ةلى الحل الأمثل وةليه نحن بحاجة إلى أالوب يساةدنا في  بمدخلات 
 الوقوف ةلى أثر تغير هذه الثوابت ةلى الحل الأمثل الذي تم الوصول إليه.

 
 تحليل الحساسية:- 1

الحدود ال   يسعى متخذ القرار ةادة إلى التواع في مجال التحليل ق د الح ول ةلى نتائج مختلفة، فين ب اهتمامه ةلى معرفة  
 يمكن فيها إجراء التغيير في قيمة العوامل المكونة للنموذج الرياضي دون تغيير هدفه.

يعرف تحليل الحسااية بأنه أالوب يقيس أثر التغيرات في مدخلات نموذج القرار ةلى مخرجاته إذ يمكن من خلاله درااة التغيرات 
في قي  ثوابت النموذج وتحديد إلى أي مدى يمكن لبعض هذه الثوابت أن يتذبذب قبل أن ي بح الحل الأمثل المحدد اابقا غير  

ااية القرار تلنسبة للتغيير في إحدى ثوابت النموذج الما تطلب بذل مزيد من الجهد والوقت  الأمثل. والما ارتفعت درجة حس
 لتقدير قيمة هذا الثابت بعناية حتى لا نبتعد اثير ةن المثالية فيما بعد. 

معظ  المفياال الواقعية ذات بيانات ليست معروفة بفيكل مساد ةلى ابيل المثال تكلفة المواد الخام ربما تتغير بعد النموذج وبذلك  
الجانب الأيمن من القيود قد يتغير بسبب زيادة أو نق ان الموارد المتوفرة في السوق أو المعاملات ربما تتغير بسبب مواصفات المنتج 

 ...إلخ. 
يق د بتحليل الحسااية معرفة مدى تأثر الحل الأمثل تلتغيرات ال  قد تطرأ ةلى المعطيات ال  تم إةداد البرنامج الخطي ةلى وةليه  

 ، وهذه التغييرات يمكن أن تكون:1أاااها 
              3x80+   2+60 x 1Max(z)= 100x          (؛ jCعلى معاملات متغيرات دالة الهدف ) - 
 

     (؛jbةلى قي  الطرف الأيمن للقيود)الموارد المتاحة( ) - ▪
       1M :                                  16   ≤ 2+ x 12 xمثال : قيد المادة الأولية  

 (. ijaعلى استخدامات الموارد ) -
       1M  :16                                     ≤ 2+ x 1x 2مثال : قيد المادة الأولية  

 
من المعلوم أن الإدارات ةموما ترغب دائما في إجراء بعض التغييرات ةلى المعاملات المختلفة لأي مفيكلة ما )نموذج البرمجة الخطية(،  

المسألة مرة أخرى، إلا أن هذا يتطلب إجراء حساتت ويمكن معرفة أثر هذه التغييرات في المعاملات ةلى الحل الأمثل ةن طريق حل  
اثيرة تتنااب طرديا مع ةدد القيود والمتغيرات، وتحليل الحسااية هو الاا  المفيتق من تحليل تغير الحل الأمثل وفقا لتغير المعاملات  

ذ المثال التات الذي يبين ايفية تحديد  المختلفة، اواء اانت هذه المعاملات: مواد أولية، أيدي ةاملة، تكاليف، أرتح...إلخ. لنأخ
 الحدود الدنيا والحدود الق وى لدالة الهدف.

 

 
 .95، ص مرجع اابقأحمد محمد الهزاع ال مادي،  1
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 : -الحدود الدنيا والقصوى لدالة الهدف -حالة تغير معاملات متغيرات دالة الهدف-2
 حالتين:في هذه الحالة قد تكون متغيرة القرار، إما متغيرة خارج الأااس، أو متغيرة أااس، لذا نميز بين 

 خارج الأساس:  ixلمتغيرة القرار   jcالحالة الأولى: تغير المعامل   1.2
 بغرض التعرف أاثر ةلى هذه الحالة، اوف نأخذ المثال التات:

 مثال: ليكن نموذج البرمجة الخطية التات: 
        3+ 80x  2+60 x 1Max(z)= 100x              

1200   ≤    3+6x 2  +3 x 16x         S/C 
1000 ≤        3+6x  2+4x 14x  

 3800 ≤     3+8x   2+12x 14x                       
≥0)  3, x 2, x1( x 

 والحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية أةلاه يقدمه الجدول التات:
 

             80x  2+60 x 1Max(z)= 100x +3          (: 1الجدول رقم)

0 0 0 80 60 100 ib م.أ 

B.V 

jc 

3s 2s 1s 3x 2x 1x 

0 -1/4 1/3 ½ 0 1 150 1x 100 

0 ½ -1/3 1 1 0 100 2x 60 

1 -5 8/3 -6 0 0 2000 3s 0 

0 5 40/3 110 60 100 Z=21000 

0 -5 -40/3 -30 0 0 iz-jZ= cΔ 

 

 cΔ+  3c= /C   3حيث أن: C/ في بح 3cΔبمقدار )موجب أواالب( يساوي   3xوبفرض يتغير معامل 
 و بتعويض قيمة الجديدة في جدول الحل الأمثل نح ل ةلى:      cΔ+ 80 = /C   3أي:
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 : 2الجدول
 

0 0 0 80+ 

c3Δ      

60 100 ib م.أ 

B.V 

jc 

3s 2s 1s 3x 2x 1x 

0 -1/4 1/3 ½ 0 1 150 1x 100 

0 ½ -1/3 1 1 0 100 2x 60 

1 -5 8/3 -6 0 0 2000 3s 0 

0 5 40/3 110 60 100 Z=21000 

0 -5 -40/3 -30+ 

3   cΔ  

0 0 iz-jZ= cΔ 

 

 
، ويبقى جدول الحل الأمثل إذا تحقق شرط الأمثلية لنموذج  -cΔ+  30   3تتغير فت بح:  iz-jcفإن قيمة   3xةند تغير معامل 

 :  3z- /C     ≥ 0التعظي   
30 ≤3   cΔ =>                    0≤ 3cΔ30 + -       =>0       ≤ 3z- /C 

، أما إذا تعدى هذه القيمة  30أقل أو يساوي    3xأي أن الحل الأمثل الذي يقدمه الجدول يبقى أمثلا مادام مقدار التغير المتغيرة  
 فإن الحل لا يبقى أمثلا.

 للطرفين نح ل ةلى: 80بإضافة القيمة    cΔ   3≥ 30لدينا

30+80≤+80  3cΔ 

110≤+80  3cΔ 

 C/≥      110وةليه  تكون:    cΔ 80+  =  /C   3                                     نعل  أن:   

، أما إذا تعدى هذه القيمة فإنه لا ي بح حلا  110أقل أو يساوي    3xأي أن الحل المتوصل إليه يبقى أمثلا مادام معامل المتغيرة  
 أمثلا.

 االبة، ما يحقق معيار الأمثلية، وتلتات يبقى الحل الأمثل.   3z- /C: ت بح في هذه الحالة قيمة  30إذا اان مقدار التغير أقل من    -
معدومة، ما يحقق معيار الأمثلية، وتلتات يبقى    3z- /C: ت بح في هذه الحالة قيمة  30إذا اان مقدار التغير مساويا تماما      -

 الحل الأمثل. 
موجبة، وهذا ما لا يحقق شرط الأمثلية، مما يستوجب   3z- /C: ت بح في هذه الحالة قيمة  30إذا اان مقدار التغير أابر من    -

 إنفياء جدول آخر لتحسين الحل مرة أخرى. 
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 كمتغيرة الأساس:   ixلمتغيرة القرار   jcالحالة الثانية: تغير المعامل  2.2
 

حيث    1C/  في بح  1cΔيتغير بمقدار )موجب أواالب( يساوي      1xالمثال السابق وبإفتراض أن معامل المتغيرة الأااس     نأخد
/ =cΔ+  1c   1أن:

1C       :1أي   cΔ+ 100 = /
1C     :و بتعويض قيمة الجديدة في جدول الحل الأمثل نح ل ةلى 

 : 1الجدول
0 0 0 80 60 100 + 

1cΔ 

ib م.أ 
B.V 

jc 

3s 2s 1s 3x 2x 1x 

0 -1/4 1/3 ½ 0 1 150 1x 100 + 
1cΔ 

0 ½ -1/3 1 1 0 100 2x 60 

1 -5 8/3 -6 0 0 2000 3s 0 

0 5-1/4 
1cΔ 

40/3+1/3 
1cΔ 

110+1/2  
1cΔ 

60 100 + 
1cΔ 

Z=21000 

0 -
5+1/4 

1cΔ 

-40/3-
1cΔ 1/3 

-30-1/2  
1cΔ 

0 0 iz-jZ= cΔ 

 

 للمتغيرات خارج الأااس، أي:  iz-jc≥0يبقى الحل الأمثل إذا تحقق شرط الأمثلية   
60-≥ 1cΔ =>   ≤01cΔ  1/2-30- 

40-≥ 1cΔ      ≤0   => 1cΔ1/3 -40/3- 
20  ≤1cΔ  ≤0  =>   1cΔ5+1/4 - 

أقل أو   1xأي أن الحل يبقى أمثلا ما دامت قيمة تغير معامل متغيرة الأااس  (   -1cΔ   ≤40≥ 20)   نستنتج مما ابق أن:
 (. 40- ، وأابر أو تساوي )20تساوي 
 للطرفين نح ل ةلى:  100بإضافة القيمة     -1cΔ   ≤40≥ 20لدينا: 

20 +100 ≤1cΔ  100+ ≤40+100- 
120 ≤1cΔ  100+ ≤60 

 نعل  أن:
1cΔ+ 100 = /1C 

 1C ≤60/≥ 120                                         وةليه تكون:
، أما إذا تعدى هاتين 60، وأابر أو يساوي 120أقل أو يساوي  1xأي أن الحل المتوصل إليه يبقى أمثلا ما دام معامل المتغيرة  

 القيمتين فإنه لا ي بح حلا أمثلا. 
 
 

≤    -60      ≥   -40        ≤  

20 
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 : jbحالة تغير الطرف الأيمن للقيود الوظيفية )المتاح(  -3
 

  )المتاح( في جدول الحل الأمثل، فإن ذلك ايسدي إلى تغير قي  متغيرات الأااس.إذا تغير الطرف الأيمن للقيود الوظيفية 

        3+ 80x  2+60 x 1Max(z)= 100x              
1200   ≤    3+6x 2  +3 x 16x         S/C 
1000 ≤        3+6x  2+4x 14x  

 3800 ≤     3+8x   2+12x 14x                       
≥0)  3, x 2, x1( x 

  مثال:
 فإنه يمكن تفسير تلك القي  اما يلي:  1sيأخذ نفس المثال السابق، وتبعا لقي  ةمود المتغيرة 

 الجدول الأولي: 
0 0 0 80 60 100 ib م.أ 

B.V 
jc 

3s 2s 1s 3x 2x 1x 

0 -1/4 1/3 ½ 0 1 150 1x 100 

0 ½ -1/3 1 1 0 100 2x 60 

1 -5 8/3 -6 0 0 2000 3s 0 

0 5 40/3 110 60 100 Z=21000 

0 -5 -40/3 -30 0 0 iz-jZ= cΔ 

 

 
 بوحدة واحدة؛  1bةند زيادة المتاح الأول  1x: يمثل مقدار تغير )زيادة( قيمة متغيرة الأااس 1/3 
 بوحدة واحدة؛  1bةند زيادة المتاح الأول  2x: يمثل مقدار تغير )إنخفاض( قيمة متغيرة الأااس  -1/3 
 بوحدة واحدة.  1bةند زيادة المتاح الأول  3sيمثل مقدار تغير )زيادة( قيمة متغيرة الأااس :   8/3 
/ =bΔ+  1b   1 في بح      1bΔ بمقدار  1bةند تغير المورد الأول 

1b    
 

فإن القي  الجديدة لمتغيرات الأااس ت بح ةبارة ةن القي  القديمة لمتغيرات الأااس مضافا إليها مقدار التغير في المتاح مضروت في  
 مقدار تغير قيمة متغيرة الأااس، فتكون ةلى النحو التات: 

1   bΔ= 150 +1/3 1x     
1   bΔ1/3 -= 100 2x     
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1   bΔ= 2000 +8/3 3s     
 يبقى الحل أمثلا، إذا اانت القي  الجديدة لمتغيرات الأااس تحقق قيود ةدم البية المتغيرات، أي:

   450   -≥ 1bΔ0   =>  ≥ 1   bΔ+1/3 150 0   =>      ≥ 1x    
     300 ≤ 1bΔ0   =>  ≥ 1   bΔ1/3 -100 0   =>      ≥ 2x 

   750 -≥ 1bΔ0   =>  ≥ 1   bΔ+8/3 2000 0   =>      ≥ 3s  
 (300 ≤1bΔ   ≤450- (  

يساوي   أو  أقل  الأول  المورد  التغير في  مقدار  دام  ما  أمثلا  يبقى حلا  إليه  المتوصل  الحل  أن  يعني  يساوي   300وهذا  أو                  وأابر 
(450- .) 

  ) -1bΔ   ≤450≥ 300) لدينا : 
 للطرفين نح ل ةلى: 1200وبإضافة القيمة  

300 +1200 ≤1bΔ  1200+ ≤450+1200- 
1500 ≤1bΔ  1200+ ≤750 
 نعل  أن: 

1   bΔ+ 1200 = /
1b      :1500       وةليه تكون ≤/

1b   ≤750   
، أما إذا  750، وأابر أو يساوي  1500أقل أو يساوي    1bأي أن الحل المتوصل إليه يبقى أمثلا ما دام مجال تغير المورد الأول  

 تعدى هاتين القيمتين فإنه لا ي بح حلا أمثلا.
 فمثلا: 

( أابر تماما من ال فر، أي أنها  1bΔ150 +1/3: في هذه الحالة ت بح القي  الجديدة ) 300إذا اان مقدار التغير أقل من    -
 لذلك قيمة دالة الهدف.تحقق شرط ةدم البية المتغيرات، وتتغير تبعا 

، أي : في هذه الحالة ت بح القي  الجديدة  لإحدى متغيرات الأااس مساوية لل فر300إذا اان مقدار التغير مساويا تماما     -
 أنها تحقق شرط ةدم البية المتغيرات، وتتغير تبعا لذلك قيمة دالة الهدف. 

، أي  : في هذه الحالة ت بح القي  الجديدة  لإحدى متغيرات الأااس أقل تماما من ال فر300إذا اان مقدار التغير أابر من     -
أنها لا تحقق شرط ةدم البية المتغيرات، وتلتات فإن الحل المتوصل إليه ايكون مرفوضا مما يستوجب تحسين الحل مرة أخرى ةن  

 طريق تطبيق خوارزمية الثنائية للسمبلكس.
 تذاير بطريقة خوارزمية الثنائية للسمبلكس: 

 
 ؛  biتحديد المتغيرة الخارجة أولا أي اطر الارتكاز وال  توافق أقل معامل االب 

  - بعد تحديد المتغيرة الخارجة يت  تحديد المتغيرة الداخلة أي ةمود الارتكاز وال  توافق أقل معامل االب في اطر الارتكاز؛ ت  -ب
 تم ةن ر الارتكاز؛ 

 ومن ثم تحسين الحل بطريقة السمبلكس العادية إلى أن ن ل إلى شرط ةدم البية المتغيرات ومعيار الأمثلية.  
 ملاحظة: 

إذا ارتفعت قيمة مورد ما، حيث أن هذا المورد لم يت  ااتخدامه اليا في جدول الحل الأمثل، فإن متغيرات الأااس لن تتغير مهما    -
 مستوى متغيرات الفجوة.اان مقدار الزيادة، وإنما يكون التغير )الزيادة( فقط ةلى 
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إذا قيمة مورد ما، حيث أن هذا المورد لم يت  ااتخدامه اليا في جدول الحل الأمثل، فإنه يجب أن لا يكون مقدار الانخفاض أقل   -
 مما تحتاجه المساسة لإنتاج قي  متغيرات القرار )متغيرات الأااس(.  

 
 ل تطبيقي: امث -4

 الموارد المتاحة(: )مثال: التغيرات في الطرف الأيمن للقيود 
 لدينا المفيكلة الأتية: 

 2+50 x 1Max(z)= 30 x             هدف المؤسسة 
       1M: 16                                     ≤  2+ x 12 xقيد المادة الأولية  ▪
        2M:                                       11 ≤ 2+2 x 1xقيد المادة الأولية  ▪
        s 2+3 x 1x+2 ≥ 15                                     قيد الأيدي العاملة: ▪
          2x   , 0   ≤1x ≥   0                                           شرط عدم السلبية: ▪

 تي:الحل الأمثل )الأخير( االآواانت النتائج في الجدول 
0 0 0 50 30 ib م.أ 

B.V 
jc 

3s 2s 1s 2x 1x 

1 -5/3 1/3 0 0 2 3s 0 

0 -1/3 2/3 0 1 7 1x 30 

0 2/3 -1/3 1 0 2  2x 50 

0 70/3 10/3 50 30 Z=310 

0 -70/3 -10/3 0 0 Δiz-jZ= c 

 

 والحل الأمثل للمفيكلة هو الآتي:
z= 310 = 2 ,         3s = 0,       2s = 1s = 2 ,        2x         = 7,   1x 

 الغ(   20إلى  16من  ت تغير  المتاحة M1المادة الأولية )   قد زاد  1Mبفرض أن قيد المادة الأولية 
 

 المطلوب:
 الحل الأمثل؟  ى( ةل M1أدرس تأثير هذه التغيرات )الموارد المتاحة= زيادة اميات المادة الأولية  - 
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 الحل: 
 من الجدول الأخير للحل الأمثل: 

0 0 0 50 30 ib م.أ 
B.V 

jc 
3s 2s 1s 2x 1x 

1 -5/3 1/3 0 0 2 3s 0 

0 -1/3 2/3 0 1 7 1x 30 

0 2/3 -1/3 1 0 2  2x 50 

0 70/3 10/3 50 30 Z=310 

0 -70/3 -10/3 0 0 Δiz-jZ= c 

 

 20                    16الطرف الأيمن قد تغير )بمعنى قيود البرنامج قد تغيرت( من      

      11إلى             11                                                                                      
                                                                                      15                    15 

الغ متاح، ولدرااة تأثير هذا التغيير ةلى الحل نقوم    20الغ إلى   16قد زاد من  1Mأي أن المورد الأول من المادة الأولية 
 تلتات:

أولا تلتأاد من أن هذا التغيير ليس له تأثير في الحل الأمثل ما ةدا التغير في الجانب الأيمن واذلك يجب التأاد من أن قي   نقوم   -
 صف دالة الهدف ايبقى االبا أو صفر. 

الموجودة في جدول الحل الأمثل وال  تمثل المتغيرات   (  B-1نقوم بضرب الم فوفة )قي  الجديدة للطرف الأيمن( معكوس الم فوفة )  -
 في جدول الحل الأمثل.  (3sو s2s ,1  ,الوهمية)متغيرات الفجوة( وال  تقع أافل المتغيرات) 

 نح ل ةلى قي  المتغيرات الأاااية الجديدة بتطبيق المعادلة الأتية:  - 
 
 

 (-المعادلة –)يت  ضرب هذه الم فوفة في العمود الجديد )مع تطبيق القاةدة 
 حيث:  

bX : .يمثل ةمود المتغيرات الأاااية الناتجة في جدول الحل الأمثل الجديد 
1-B : الأمثل.)المكملة أو الفجوة( وال  تقع أافل المتغيرات الفجوة في جدول الحل الوهمية تمثل م فوفة المتغيرات 
B .تمثل ةمود الموارد المتاحة الجديد : 

 وةليه نتح ل ةلى:

Xb = B-1 * b 
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(

 
 

القي 
المثلى
الجديدة 

)

 
 

=

(

 
 

الم فوفة 
الااتراتيجية 
م فوفة الموارد

)

 
 

∗

(

 
 

ةمود
الموارد
الجديد

)

 
 

 

 
 

                        55/3 +15-20/3               20           1      5/3-         1/3               3s 

                        1/3 +0-1/3      0   *       11       =         40/3-2/3            =        1x 

                        20/3+22/3 +0-1/3         2/3      0          15                -              2x 

 
 
 

10/3                                           3s                

                =           29/3              1x                              

                  2/3                           2x 

 

 نلاحظ أن جميع القي  العمود الناتج موجبة ويعني بذلك أن الحل يبقى الأمثل ولا يزال ممكنا تلقي  الجديدة وينتج ةنه:  
= 10/3          3= 0,        s2=  s1= 2/3 ,         s2x= 29/3,            1x 

 أما دالة الهدف فنح ل ةليها تلتعويض ةلى النحو التات: 
2+50 x 1Max(z)= 30 x 

Max(z)= 30 *(29/3) +50 *(2/3) = 323.33 
z= 323.33 

 لو أخدنا نتيجة الحل للنموذج المقابل من الجدول الأخير نح ل ةلى:
= 10/3 1= s 1y 
= 70/3 2= s 2y 

= 0 3= s 3y 
w= 310 

 
 
 
 

 
 

Xb 

B-1
 

b 
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 : ةمقترحرين اتم
 :1التمرين

 ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التات: 
 3+4x 2+3x1Min Z = 5x       

S/C                          

      ≥ 3x+ 42+2x14x 

   33x+ 2+2x12x 

  = 32x+ 2+3x1x     

  ) 3x ,2, x1(x 

  المطلوب: 
   إيجاد البرنامج الثنائي )تحويل النموذج الأصلي إلى النموذج المقابل/الثنائي(  -

 :2التمرين 
 الجدول التات هو جدول الحل الأمثل للمسألة الأولية: 

 
0 0 0 50 30 20 ib م.أ 

B.V 
jc 

3s 2s 1s 3x 2x 1x 

-1/6 0 1/3 0 1 1/6 220/3 2x 30 

1/6 1 -5/3 0 0 13/6 280/3 2S 0 

1/2 0 0 1 0 1/2 210 3x 50 

20 0 10 50 30 30 Z=127000 

-20 0 -10 0 0 -10 iz-jZ= cΔ 

 

 
  المطلوب: 

 اةتمادا ةلى الجدول أةلاه ااتنتج الحل الأمثل للمسألة الثنائية. 
 

 :3التمرين 
تاتعمال ةدة أنواع من المدخلات منها: البلااتيك، الآلات، اليد العاملة، الجدول الموات      C،وA،Bمنتوجات    3مساسة تنتج  

 يبين متطلبات الإنتاج ، الكميات المتوفرة من هذه المدخلات تلنسبة للفيهر القادم واذا الربح الخاص بهذه المنتوجات.
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 A B C لكمية أو الطاقة ا
 المتوفرة 

 1800 8 10 12 مادة البلااتيك )الغ( 
 1800 10 15 15 ةمل الآلات )اا( 

 900 2 4 3 يد ةاملة )اا( 
 / 400 500 300 الربح)دج( 

 
 شهريا. Aوحدة من المنتوج  10هذه المساسة متعاقدة مع مساسة ثانية من أجل تسليمها ما لا يقل ةن 

 إذا اان الحل الأمثل لهذه المسألة هو: 
= 0 4= 540   s 3= 0     s2= 360       s 1=165       s 3= 0        x2=10      x1x 

 المطلوب: 
 للمسألة الثنوية بطريقة قانون التكامل بين متغيرات الأصلية ومتغيرات الثنوية؟ما هو الحل الأمثل  -
 وما هو الفيرح الاقت ادي لمتغيراتها؟ -

 :4التمرين
 لدينا المفيكلة الأتية:

3+3x 2+2 x 1Max(z)= 5 x             هدف المؤسسة 
        2x 2+5 x 1x+3 ≥                                             30 : العمل قيد ▪
        M :                                 40 ≤ 35x- 25 x- 1xالأولية  وادقيد الم ▪
          3x    0  , ≤ 2x ,   0   ≤1x ≥   0                            شرط عدم السلبية:  ▪

 انت النتائج في الجدول الحل الأمثل )الأخير( االآتي: هي متغيرات الفجوة ،ا  2sو  1sةلى إفترض و 
 

0 0 3 2 5 ib م.أ 
B.V 

jc 
2s 1s 3x 2x 1x 

0 1 2 5 1 30 1x 5 

1 -1 -8 0 0 10  2s 0 

0 5 10 25 5 Z=150 

0 -5 -7 -23 0 Δiz-jZ= c 

 

 والحل الأمثل للمفيكلة هو الآتي: 
= 10 ,          z= 1502= 0    s1= 0        s3= 0 ,      x2x         = 30,   1x 
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 .وحدة )ااةة ةمل( 35إلى  30وحدات من  5العمل قد زاد بمقدار بفرض أن قيد 
 المطلوب: 

 أدرس تأثير هذه التغيرات ةلى الحل الأمثل؟  -
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 مسائل النقل: رابعالمحور ال
) (transportation problèms 

 تمهيد
 شروط ااتخدام طريقة النقل

 النقل مفيكلة صياغة
 حل لمسائل النقل 

 المرحلة الأولى: تحديد الحل الإبتدائي  -
 المرحلة الثانية: تحسين الحل الابتدائي. -

   1حل مسائلة النقل بطريقة الفيبكة )شبكة النقل( 

 حالات خاصة لنماذج النقل 
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 تمهيد:
من بين المفياال ال  تواجهها المساسة من أجل تعزيز تنافسيتها وااتساب مكانة لائقة في السوق، مفياال النقل. أي ايف يتسنى  

وحدات إنتاج، موانئ أو مخازن( إلى وحدات التوزيع بأقل التكاليف الممكنة، مع أخذ بعين )لمساسة ما توزيع منتجاتها من الم ادر 
 الكميات المتوفرة في الم ادر من جهة والكميات المطلوبة من وحدات التوزيع من جهة أخرى.الاةتبار 
 النهايات إلى )التسويقي أو  الإنتاجي المراز(الأصول   من متفيابهة  مواد نقل ةملية  ةن  ةبارة أنها ةلى النقل مفيكلة  تعريف  ويمكن

 .ممكن زمن بأقل أو الأرتح زيادة أو التكاليف بأقل )الااتهلاك مراز أو الطلب مراز(
أن الوصول إلى الحل الأمثل يكون جد صعبا لأن ةدد   النوع من المفياال)النقل( يمكن حله تاتعمال البرمجة الخطية، إلا  هذا 

 المتغيرات وةدد القيود يكون ابيرا نوةا ما، لهذا نلجأ إلى تقنيات خاصة بمسائل النقل. 
إليه شرط تساوي العرض مع فالبرمجة الخطية تستعمل للتوزيع الأمثل للموارد تلمساسة، أما طريقة النقل لها نفس هذه الخواص مضافا  

 الطلب. 
 : النقلشروط استخدام طريقة  -1

 :التالية  الفيروط توفر يتطلب النقل لمفيكلة  الرياضي النموذج ل ياغة 
  m.مقدارها الطلب مرااز أو التسويقية  المرااز من وةدد   n مقدارها الإنتاجية  المرااز من ةدد وجود-

  Cij.وهي ومحددة  j معلومة  الطلب مراز إلى i التسويقي المراز من البضاةة  من الواحدة الوحدة نقل الفة  -
 .   Xij وهي محددة التسويقية  المرااز إلى الإنتاجية  المرااز من المنقولة  الكميات إن -
 الطاقات )العرض( مع مجموع المطلوب منها)الطلب(. يجب أن يتساوى مجموع المعروض من  -
 .يمكن ما أقل إلى الكلية  التكاليف تخفيض-
 (. Min( أو أدنى تكاليف ) Maxوجود هدف اواء أةلى إيراد )-

 وضيحجدول ي البداية  في الأمر يتطلب النقل، لمفيكلة  الرياضي النموذج وةناصر مكونات توضيح أجل ومن
 مفيكلة  النقل:  وصياغة  بناء يت  اوف أاااه ةلى الذي النقل جدول

 : النقل مشكلة صياغة -2

 ت اغ مسائل النقل في جداول حيث تكون الم ادر في الأاطر، ووحدات التوزيع في الأةمدة االآتي: 
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 نقاط التوزيع  
 

 
 

 
 
 b i  : تمثل أق ى امية موجودة في الم درi  ويخ   لها العمود الأخير؛ 
ja : طلبية وحدة التوزيعj    ،و يخ   لها السطر الأخير 

ji  α   : تكلفة توزيع وحدة واحدة من الم درi   إلى نقطة التوزيعj  . 
 

 مثال:
  4300،  2000،  3700حدات للتوزيع، الطاقة الإنتاجية لكل وحدة هي ةلى التوات    3وحدات إنتاجية و  3مساسة لديها   

 وحدة في الفيهر.  3500، 4000، 2500وحدة في الفيهر بينما طلبيات وحدات التوزيع قدرت بتيتيتيتيتي :  
 م فوفة التكاليف هي: 

وحدة التوزيع   
C 

 وحدة التوزيع 
B 

وحدة التوزيع  
A 

 

 وحدة الإنتاج  3 2 1 3700
X X13 X12 11X 

 وحدة الإنتاج  4 5 2 2000
Y X23 X22 X21 

 وحدة الإنتاج  3 1 4 4300
Z  X33 X32 X31 

 3500 4000 2500  

وحدة التوزيع   
D 

 وحدة التوزيع  
C 

 وحدة التوزيع 
B 

وحدة التوزيع  
A 

 

1b 
α 14 α 13 α 12 11 α  وحدة الإنتاج 

X 

2b 
α 24 α 23 α 22 α 21  وحدة الإنتاج 

Y 

3b 
α 34 α 33 α 32 α 31  وحدة الإنتاج 

Z 
 a4 a3 a2 1a  

 المصادر 
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 فيكون لدينا:  jإلى وحدة التوزيع  iالكمية المنقولة من وحدة الإنتاج  ijXونفترض أن 
 النموذج الرياضي لطريقة النقل: 

 (. Min( أو التخفيض ) Maxالتعظي  ) وال  قد تكون من نوعدالة الهدف:  - أ

33+ 4x  32+1 x 31+3x23+ 2x  22+5 x 21+ 4x 13+ 1x  12+2 x 11Min(z)= 3x 

 وال  تتمثل في: القيود:  -ب
 تساوي العرض مع الطلب. - 

 طاقاتها الإنتاجية.تساوي الكميات المعروضة مع المراكز مع  -
 تساوي الكميات المطلوبة مع ما يحصل عليه كل مستهلك -

 xij≥0أي عدم نقل كميات سلبية ومنه  شرط عدم السلبية:   - ت
 

 وعليه نتحصل في مثالنا على: 
3700≤ 13+ x  12+ x 11x 

2000≤23+ x  22+ x 21x 

4300≤33+ x  32+ x 31x 
2500≤ 31+x 21+x 11x 

4000≤  32+ x  22+ x  12x 

3500≤32+x23+ x 13x 
 ijX≤0 أي ةدم نقل اميات البية ومنهشرط عدم السلبية:   

من خلال المثال أةلاه نلاحظ بأنه من الأفضل ةدم ااتعمال تقنية البرمجة الخطية لحل مثل هذه المسائل لأن ذلك يتطلب حل  
 تقنيات خاصة بمسائل النقل. مسائل فيها ةدد ابير من المتغيرات والقيود. لذا نلجأ إلى 

 
 : النقل حل لمسائل -3

 للإشارة فإن حل مسائل النقل تمر بمرحلتين:
 تحديد الحل الإبتدائي   المرحلة الأولى: -
 .تحسين الحل الابتدائيالمرحلة الثانية: -

 ل: الحطرق تحديد الحل الإبتدائي و  3-1

 هناك طرق مختلفة اواء لتحديد الحل الأاااي أو الأمثل.
انتناول في البداية الطرق المستخدمة لغرض تحديد الحل الأاااي لغرض الوصول لخيارات تمثل نموذج نقل بأقل التكاليف. هناك 

 ثلاث طرق لهذا الغرض:
 طريقة الران الفيمات الغربي  -أ
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 طريقة أقل الفة ممكنة  -ب
 طريقة فوجل   -ت

 
 
 
 

 إيجاد الحل الأوت )الابتدائي( وفق توزيع الكميات بتطبيق قاةدة التوزيع التالية:  
𝑿𝒊𝒋 = 𝑴𝒊𝒏(𝒂𝒊 𝒃𝒋) 

 
 مراقبة أمثلية الحل وتحسينه خلال اتباع خطوات متتالية إلى غاية إيجاد الحل الأمثل.  

 وانوضح طرق الحل وفق هذا المثال:
 مثال: 

 (.Y1,Y2,Y3لإنتاج المكاتب، ويت  شحن هذه المنتوجات من الم نع إلى ثلاثة مخازن )  (  X1,X2,X3)  تمتلك مساسة ما ثلاثة م انع  
 ويت  نقل المكاتب من الم انع إلى المخازن وفق التكاليف الوحدوية التالية: 

 التوات؛ دج ةلى  (4،8،8( بتكاليف )Y1,Y2,Y3إلى المخازن )  X1من الم نع  -
 ( دج ةلى التوات؛16، 24،  16( بتكاليف )Y1,Y2,Y3إلى المخازن )  X2من الم نع  -
 ( دج ةلى التوات.8، 16،  24( بتكاليف )Y1,Y2,Y3إلى المخازن )  X3من الم نع  -

 ( مكتب في الفيهر وةلى التوات. 56، 82، 77بتي )( X1,X2,X3) وتقدر الطاقة الإنتاجية للم انع 
 ( مكتب في الفيهر وةلى التوات. 72، 102، 41( بتي )Y1,Y2,Y3والطاقة الإنتاجية للمخازن ) 

 المطلوب:  
 تحديد الخطة الواجب إتباةها في نقل المكاتب من الم انع إلى المخازن لتحقيق أدنى تكلفة نقل ممكنة ) إيجاد الحل الأمثل(؟

 الحل: 
   قبل حل هذه المسألة، يمكن توضيحها بيانيا اما يلي: 

 المصادر ) المنتجين أو العارضين(                             مراكز الاستقبال )الطالبين(   
 المصنع   X1( 56المخزن                                  )طاقته   Y1(  72)طاقته  

 
(102 )Y2 (                                         82المخزن )X2   المصنع 
  
(41 )Y3 (                                           77المخزن )X3   المصنع 

 

   العرض = الطلب       قبل التوزيع يجب دائما التأكد من أن ملاحظة:

8 

24 

16 

8 16 

24 

4 

8 

16

6
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 ولتفيكيل النموذج الرياضي العام لهذه المسألة يجب تحديد ما يلي:
Cij( تكلفة نقل المكتب الواحد من الم نع =i( إلى المخزن )j ؛) 
Xij( ةدد المكاتب المنقولة أو المعروضة من =i )  ( إلى المخزنj؛) 

Z =أو يمكن وضع :  مجموع تكاليف النقل؛CT التكلفة الكلية 
ai ( ةدد المكاتب المنتجة في الم نع =i ؛) 
bj ةدد المكاتب المطلوبة في المخزن =(j) ؛ 

 في مثالنا هذا لدينا: 
n ؛ 3= ةدد الم انع وةددها 

m 3= ةدد المخازن وةددها . 

 
Min Z =∑ ∑ 𝑪𝒊𝒋 𝑿𝒊𝒋𝟑

𝒋=𝟏
𝟑
𝒊=𝟏 

∑𝑿𝒊𝒋 = 𝒂𝒊, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑

𝟑

𝒋=𝟏

 

∑𝑿𝒊𝒋 = 𝒃𝒋, 𝒋 = 𝟏, 𝟐, 𝟑

𝟑

𝒋=𝟏

 

∑ 𝒂𝒊 =  𝟑
𝒋=𝟏    ∑ 𝒃𝒋𝟑

𝒋=𝟏  
𝑿𝒊𝒋 ≥ 𝟎 

ايت  التوزيع لإيجاد الحل الأوت ) المبدئي( بتطبيق إحدى هذه   Min (ai,bj)  =𝑿𝒊𝒋 وبتطبيق قاةدة التوزيع المذاورة اابقا  
 الطرق وهي:
 طريقة زاوية الشمال الغربي:  - أ

من خلال إا  هذه الطريقة، فإن التوزيع يبدأ من الخانة ال  تقع في أق ى الفيمال الغربي )أول خانة يسارا( حيث نطبق       
 والما نوزع امية نطرح الباقي أفقيا ثم ننتقل إلى بقية الخانات وهكذا إلى غاية توزيع ال الكميات.  Min (ai,bj)  =𝑿𝒊𝒋القاةدة  

 (yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض 
 

 ( Xiالمصانع )      
56 8  8  4  X1 

   
82 16  24  16  X2 

   
77 24  16  8  3x 

   
 Σالطلب  72     102                41          215
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 56/72ما بين   56: خانة الإنطلاق أول خانة يسارا. بتطبيق القاةدة نختار 1الخطوة

 (yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض 
 

 ( Xiالمصانع )      
0              56 8 x 8 x 4 56 X1 

   
82 16  24  16  X2 

   

77 24  16  8  x3 
   

 Σالطلب  72    16   102               41          215
 82/ 16بتطبيق القاعدة ما بين  16: لسطر الأول أصبح يساوي صفر ، وعليه ننتقل للسطر الثاني نضع في الخانة 2الخطوة 

 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض 
 

 (Xiالمصانع )       
0              56 8 x 8 x 4 56 1X 

   
     66     82 16  24  16 16 X2 

   
           77 24  16  8 X 

x3 
   

 Σالطلب  72    16  0 102         41          215
 

وعليه يصبح السطر يساوي   66نختار الأقل وهو    102/ 66وعليه بتطبيق القاعدة ما بين     66باقي    2: السطر3الخطوة 
 صفر. 
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 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض 

 
 (Xiالمصانع )       

0              56 8 x 8 x 4 56 1X 

   
 0    66     82 16 x 24 66 16 16 X2 

   

           77 24  16  8 X 
x3 

   
 Σالطلب  72    16  0 102    36     41          215

،فيصبح العمود الثاني مساوي للصفر، ننتقل للعمود  36نضع   36/77إلى السطر الثالث، العمود الثاني  :ننتقل 4الخطوة 
 .41الثالث يبقي 

 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض  
 

 (Xiالمصانع )       
0              56 8 x 8 x 4 56 1X 

   
0     66     82 16 x 24 66 16 16 X2 

   
0      41     77 24 41 16 36 8 X 

x3 
   

 Σالطلب  72    16  0 102     36     0     41         0 215
 يمثل هذا الجدول الحل الأوت )المبدئي(. 
   (CT)نقوم بحساب  التكلفة الكلية تساوي:

3624   DA56(4)+16(16)+66(24)+36(16)+41(24)= CT=  
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 إن الحل بطريقة زاوية الشمال الغربي يأخذ شكل سلم أي:  ملاحظة: 
 تقييم طريقة زاوية الشمال الغربي: ➢

 اهلة التطبيق.  -أه  مزاياها:  -
 تهمل ةن ر التكاليف ةند التوزيع؛  -أه  ةيوبها:  -

 تتطلب جداول اثيرة للوصول إلى الحل الأمثل.   -            
 أقل كلفة ممكنة:  طريقة  - ب

 تتضمن هذه الطريقة الخطوات الآتية: 
 يت  تحديد الخلية الأقل تكلفة من بين جميع خلايا النموذج.-1
 ( من ةدد الوحدات المراد نقلها. 1الخلية المحددة في )خ   أقل الفة في ال ف أو العمود -2
 . 2ةليها نفس ما جاء في يت  الانتقال إلى الخلية ال  تحتوي ثاني أقل الفة وتطبق -3
 يت  تكرار العملية لغاية الانتهاء من خ   جميع الوحدات في ال فوف والأةمدة. -4

 تعتمد هذه الطريقة في التوزيع ةلى التكاليف في الجدول اكل وذلك اما يلي:
 :1الخطوة 

 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض 
 

 (Xiالمصانع )       
0              56 8 x 8 x 4 56 1X 

   
    82 16  24  16  X2 

   

        77 24  16  8  
x3 

   
 Σالطلب  72    16   102                41          215
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 :2الخطوة 

 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض 
 

 (Xiالمصانع )       
0              56 8 x 8 x 4 56 1X 

   
    82 16  24  16 x X2 

   

   61     77 24  16  8 16 x3 
   

 Σالطلب  72    16      0 102                41          215
أصبح يساوي صفر وةليه نختار الخانة التابعة   x1، الملاحظ أن في اطر الم در الأول 8ثاني أقل تكلفة في الجدول هي  -

 . 16يت  توزيع   77و  16(. وبتطبيق القاةدة أقل ةدد ما بين  x3الم نع )للم در 
 :3الخطوة 

 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض 
 

 (Xiالمصانع )       
0              56 8 x 8 x 4 56 1X 

   
  41  82 61  41 24  16 x 2X 

   

    61        77 24 x 16  8 16 3x 
   

 Σالطلب  72    16      0 102                    41       0       215
 .  2x، نختار اطر الم در الثاني 16هناك ثلاث قي  بتكلفة  - 
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 :4الخطوة 

 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض 
 

 (Xiالمصانع )       
0              56 8 x 8 x 4 56 1X 

   
  41  82 61  41 24  16 x X2 

   

  0     61    77 24 x 16 61 8 16 x3 
   

 Σالطلب  72    16      0 102       41           41       0       215
 . 61نطبق القاةدة أقل قيمة وهي  61/ 102ثالث أقل قيمة: هناك اميتان  16في هذه الحالة ةند تكلفة -

 :5الخطوة 
 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض 

 
 (Xiالمصانع )       

0              56 8 x 8 x 4 56 1X 

   
0    41      82    16  41 24 41 16 x X2 

   
0      61       77 24 x 16 61 8 16 x3 

   
 Σالطلب  72    16      0 102       41    0         41       0       215

 
 التكلفة الكلية:نحسب قيمة 

                2968 DA(=16 )61  ( +8 )16  ( +16 )41  ( +24 )41 ( +4 )56   =CT   
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 نلاحظ  أن هذا التوزيع في الواقع هي أفضل من الطريقة السابقة نظرا لقيمة التكلفة الكلية المتح ل ةليها.  

 تقييم طريقة) أقل كلفة ممكن( أدنى عنصر في الجدول:   ➢
 التكاليف في الأاطر والأةمدة معا. تعتبر من أفضل الطرق في التطبيق لأنها تدرس 

 

 :(Vogel)- فوجل-  والعقابطريقة الجزاء  -ث

 تعتبر هذه الطريقة الأفضل في التطبيق لأنها تقوم ةلى التوزيع حسب التكاليف، ويت  تطبيقها بإتباع الخطوات التالية: 
 : نحسب الفرق بين أقل الفتين للنقل لكل اطر ولكل ةمود.1خطوة -
 اختيار أابر فرق في ال ف أو العمود وإذا تساوت القي  فيكون الاختيار ةفيوائي.  : يت2خطوة -
(، ويت  خ   أقل وحدات من 2: يت  اختيار أقل تكلفة في ال ف أو العمود المحدد في الخطوة السابقة )خطوة3خطوة -

 صف وةمود تلك الخلية. )نوزع حسب أدنى تكلفة(. 
 (. 3( أثناء ةملية الخ   في الخطوة السابقة)خطوة0أي يساوي =): يت  حذف ال ف أو العمود الذي تم ت فيره  4خطوة -
 يت  إةادة الخطوات السابقة بفيكل مستمر حتى يت  ت فير اافة ال فوف والأةمدة.  -

 . يمكن أن نوزع في الخانة ذات أدنى تكلفة.                                      عند تساوي الفوارق ملاحظة: 

 نحسب الفرق بين أقل الفتين للنقل لكل اطر ولكل ةمود. -الخطوات: 
 (. وةليه الاختيار يكون ةفيوائي أو نوزع في الخانة ذات أدنى تكلفة. 8أابر فرق في هذه الحالة هو )  -

 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض  الفرق
 

 ( Xiالمصانع )      
(4 ) 56 8  8  4  X1 

   
(0 ) 82 16  24  16  X2 

   

(8 ) 77 24  16  8  x3 
   

 Σالطلب  72          102                    41            215 
 الفرق ( 4) ( 8) ( 8) 
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 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض  الفرق

 
 ( Xiالمصانع )      

(4 ) 0   56     8 X 8 56 4 X X1 

   
(0 ) 82 16  24  16  X2 

   

(8 ) 77 24  16  8  x3 
   

 Σالطلب  72          102   46                   41            215 
 الفرق ( 4) ( 8) ( 8) 

 ( 0أي يساوي =)يت  حذف ال ف أو العمود الذي تم ت فيره  -
 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض  الفرق

 
 ( Xiالمصانع )      

(4 ) 0   56     8 X 8 56 4 X X1 

   
(0 ) 82 16  24  16  X2 

   

(8 ) 77 24  16  8  x3 
   

 Σالطلب  72          102   46                   41            215 
 الفرق ( 4) ( 8) ( 8) 

 نعيد حساب الفرق بين أقل الفتين للنقل في ال صف وةمود. -
 القيام بجميع الخطوات السابقة نقوم بحذف العمود الذي يساوي صفر. بعد  -
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 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض  الفرق
 

 ( Xiالمصانع )      
(4 ) 0   56     8 X 8 56 4 X X1 

   
  (0     ) 
(0 ) 

82 16  24  16 X X2 

   

(8 ) 
(8 ) 

5     77   24  16  8 72 x3 
   

 Σالطلب  72  0          102   46                   41            215 
 (8 ) 

(8 ) 
(8 ) 
(8 ) 

(4 ) 
(8 ) 

 الفرق

في جميع الأاطر والأةمدة المتبقية وةليه نختار الخانة أقل تكلفة. في هذه   8نطبق نفس الخطوات السابقة: أابر فرق  -
 . 16الحالة 

 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض  الفرق
 

 ( Xiالمصانع )      
(4 ) 0   56     8 X 8 56 4 X X1 

   
  (0     ) 
(0 ) 
(0 ) 

41  82 16 41 24  16 X X2 

   

(8 ) 
(8 ) 
(8 ) 

5     77   24  16  8 72 x3 
   

 Σالطلب  72  0          102   46                   41       0     215 
 (8 ) 

(8 ) 
(8 ) 

(8 ) 
(8 ) 
(8 ) 

(4 ) 
(8 ) 

 الفرق

 (. 16يبقي العمود الثاني المتبقي، يت  اختيار خلية أقل تكلفة المقابلة )  -
 . 5وةليه يت  ملأ الخانة بقيمة    5/46بتطبيق القاةدة يت  اختيار ما بين  -
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 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض  الفرق
 

 ( Xiالمصانع )      
(4 ) 0   56     8 X 8 56 4 X X1 

   
   

(0     ) 
(0 ) 
(0 ) 

41  82 16 41 24  16 X X2 

   

(8 ) 
(8 ) 
(8 ) 

0   5     77   24  16 5 8 72 x3 
   

 Σالطلب  72  0          102  46    41            41       0     215 
 (8 ) 

(8 ) 
(8 ) 

(8 ) 
(8 ) 
(8 ) 

(4 ) 
(8 ) 

 الفرق

 

 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض  الفرق
 

 ( Xiالمصانع )      
(4 ) 0   56     8 X 8 56 4 X X1 

   
   

(0     ) 
(0 ) 
(0 ) 

0    41  82 16 41 24 41 16 X X2 

   

(8 ) 
(8 ) 
(8 ) 

   0   5    77   24  16 5 8 72 x3 
   

 215     0        
41         

 Σالطلب  72  0          102 46  41  0 

 (8 ) 
(8 ) 
(8 ) 

(8 ) 
(8 ) 
(8 ) 

(4 ) 
(8 ) 

 الفرق
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 وفي الأخير ي بح الجدول النهائي: 
 

 ( yiالمخازن ) Σ 𝑦3  y2 y1العرض  الفرق
 

 ( Xiالمصانع )      
(4 ) 0   56     8 X 8 56 4 X X1 

   
   

(0     ) 
(0 ) 
(0 ) 

0    41  82 16 41 24 41 16 X X2 

   

(8 ) 
(8 ) 
(8 ) 

   0   5    77   24 X 16 5 8 72 x3 
   

 Σالطلب  72  0          102 46  41  0          41      0     215 
 (8 ) 

(8 ) 
(8 ) 

(8 ) 
(8 ) 
(8 ) 

(4 ) 
(8 ) 

 الفرق

 التكلفة الكلية: نحسب قيمة   
2744 DA (=16 )5   ( +8 )72 ( +16 )41 ( +24 )41   ( +8 )56  =CT=Z 

 مقارنة تلطريقتين السابقتين: CT=  2744نلاحظ تغير التوزيع وأنها خفضت تكاليف النقل إلى 
 DA 3624: طريقة الران الفيمات الغربي -
 DA 2968 طريقة أقل الفة ممكنة: -

   تقييم طريقة فوجل:  ➢

 الإطلاق لأنها تسمح تلوصول إلى الحل الأمثل بسرةة، حيث في معظ  الحالات تلجدول الأول.تعتبر أفضل الطرق ةلى  
 

 مرحلة اختبار الحل وسيرورة تحسينه() تحسين الحل الابتدائي المرحلة الثانية:  3-2

 .ةوامل الضرب تعرف بطريقة  والثانية  بطريقة المسار المتعرج تعرف الأولى الطريقتين بإحدى وتت 
 

 شأنها من  وال  الحل في الداخلة  غير الخلايا ةن البحث هي  الطريقة  ذهه فكرة (: التخطي طريقة ) طريقة المسار المتعرج -أ
 اان ما إذا الحل في)الفارغة(   الداخلة  غير الخلايا اختبار ينبغي لذا الحل، إلى اإدخاله حالة  في الكلية  التكلفة   تدني  أن
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 الوحدة تكاليف) الحدية  تلتكاليفه ةلي ن طلح ما إيجاد ينبغي أي التكاليف، خفض إلى يسدي اهةبر  وحدة أي إمرار
 .الحل في داخلة  غير خلية  الواحدة( لكل

توي المق ود تلخلايا غير الداخلة في الحل/ الخلايا الفارغة: تلك المربعات الموجودة في الم فوفة وال  لم يت  النقل إليها، أي ال  تح
 ، ويمكن تلخي  هذه الطريقة في الخطوات التالية:  Xij=0ةلى 

 يت  تحديد ورا  مسارات الخلايا الفارغة،  -
 يت  حساب القي  الجبرية للخلايا الفارغة،  -
يت  اختيار الخلية الفارغة ال  تحمل القيمة الجبرية الأشد البية وتت  درااة مسارها، وذلك بأخذ مسار مغلق )إشارته تلتناوب   -

 (؛ - ، + ...( ويت  اختيار أصغر قيمة من بين الزوايا ال  تحمل الإشارة )- +، 
 تكرر هذه العمليات إلى غاية الوصول إلى قي  جبرية للخلايا تكون موجبة أو مساوية لل فر والذي يعني الوصول إلى الحل الأمثل.   -

ملاحظة: نحدد حلقة مغلقة لكل متغير غير أاااي تبدأ وتنتهي الحلقة ةنده. المسار ينطلق من الخلية الفارغة مرورا تلخلايا المملوءة  
هذه الحلقات للتأاد فيما قيمة دالة الهدف   ممفيكلة حلقة. نستخد وبخطوط مستقيمة مفيكلة زوايا قائمة وصولا إلى نفس الخلية 

اتتحسن ةندما تزداد قيمة المتغير غير الأاااي أاثر من قيمته ال فرية الحالية بمقدار وحدة واحدة والحفاظ ةلى الحل المقبول نطرح 
نحسب صافي الزيادة  ونضيف لعناصر أراان الحلقة تلتناوب وحدة واحدة بحيث تحافظ ةلى تحقيق قيود العرض والطلب وةند ذلك

 .Cijوالنق ان في الكلفة 
 : مثال
ي المسار التخط بطريقة  الأمثل الحل وأوجدلران الفيمات الغربي( المعطى في الجدول التات، ا طريقة  (الأول الأاااي الحل اريتختق  

 . (       (SSM-stepping stone method- المتعرج
  D4 D3 D2 D1 العرض 
90 1  3  5  2  S1 

 X14  X13  X12  X11 
80 4  2  1  3  S2 

 X24  X23  X22  X21 
70 5  1  2  4  S3 

 X34  X33  X32  X31 
 الطلب 40 50 110 40 240

 
الحل تاتخدام طريقة  لران الفيمات الغربي للح ول ةلى الحل الابتدائي ومن ثم تحسين  ا طريقة نقوم بحل هذا المثال تاتخدام    أولا: 

 المسار المتعرج.
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 لركن الشمالي الغربي:ا حل مسألة النقل باستخدام طريقة
  D4 D3 D2 D1 العرض 
90 1  3  5  2  S1 

 /  /  50  40 
80 4  2  1  3  S2 

 /  80  /  / 
70 5  1  2  4  S3 

 40  30  /  / 
 الطلب 40 50 110 40 240

 
 دالة الهدف في هذه الحالة هي:قيمة 

720Z =2 (40)+5 (50)+2 (80)+1 (30)+5 (40) =  
 

 انقوم بتحسين الحل الابتدائي، ولكن قبل ذلك ينبغي ةلينا التأاد من ةدد الخلايا المملوءة )ةدد الخلايا الداخلة في الحل(.  ثانيا: 
 1 –( n(+ةدد الأةمدة )mةدد المتغيرات الداخلة في الحل )ةدد الخلايا المملوءة( = ةدد الأاطر ) ❖
 : ةدد الأاطر)الم ادر(  mحيث 

 ةدد الأةمدة )الم بات/ مرااز التوزيع(  : nو 
، بينما في الجدول ةدد الخلايا المملوءة  6=1- 4+3وحسب مثالنا فإن ةدد الخلايا الداخلة )المملوءة( في الحل يجب أن تساوي  

 وهو شرط غير محقق. لهذا نضيف للخلية مملسة امية معدومة مساوية لل فر، اما يلي:  5يساوي 
  باستخدام طريقة المسار المتعرج النقلحل مسألة 

  D4 D3 D2 D1 العرض 
90 1  3  5  2  S1 

 /  /  50  40 
80 4  2  1  3  S2 

 /  80  0  / 
70 5  1  2  4  S3 

 40  30  /  / 
 الطلب 40 50 110 40 240

 يلي: خلايا غير مملوءة يت  حساب قيمها الجبرية اما  6وبذلك نتح ل ةلى خلايا 
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 .  13xمثال ةن ايفية تحديد المسار المتعرج للخلية الفارغة الأوت  - 
 

  13x      23x22             x12              x       13x       مسار الحلقة 
3       5   
 50 أاااية  خلية  -   + /  
          
          
   -   +    
2       1   

 0 أاااية  خلية      80 أاااية  خلية 
 
3 -2 =  –5 + 1  –= 3  13x 
 
 

  4D 3D 2D 1D العرض 

90 
1 

/ 
3 

/ 
5 

50 

2 

40 
1S 

80 
4 

/ 
2 

80 

1 

0 

3 

/ 
2S 

70 
5 

40 

1 

30 

2 

/ 
4 

/ 
S3 

 الطلب 40 50 110 40 240
 

 : 14xتحديد المسار المتعرج للخلية الفارغة الأولي 
14x         12x        22x      23x             33x              34x       41x       

9-=  5 –+ 1  2 – 5 + 1 – 1=  14x 

 
 
 
 
 

+3 -5 

+1 -2 
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 4D 3D 2D 1D  

90 
1 

/ 
3 

/ 
5 

50 

2 

40 
1S 

80 
4 

/ 
2 

80 

1 

0 

3 

/ 
2S 

70 
5 

40 

1 

30 

2 

/ 
4 

/ 
S3 

240 40 110 50 40  
 لمسارات الخلايا الفارغة:  القي  الجبرية في الأخير نتح ل ةلى 

3 -2 =  –5 + 1  –= 3  13x 

9-5 =  –2 + 1  –5 + 1  –= 1  14x 

1 = 5 –2 + 5  –= 3  21x 

2-2 =  –5 + 1  –= 4  24x 

1 = 7 –1 + 2  –2 + 5  –= 4  31x 

2 1 = –1 + 2  –= 2  32x 
لكل وحدة منقولة   9الأشد االبية حيث تمك ِّن من تخفيض التكاليف بمقدار  هي 14x تلنظر إلى القي  الجبرية نلاحظ أن الخلية   

 ةبرها، و تلتات اندرس مسارها: 
 

 

 

 

 

 

إلى خلايا    40( ) إضافة + 40الفارغة هذه القيمة )  14x، إذا اتأخذ الخلية  Min) (50 ,80 ,40 :=40بما أن أقل امية هي  
 (و ي بح المسار االتات: - من خلايا المسار ال  حملناها إشارة ) 40-المسار ال  حملناها إشارة )+(، وننق  

  

  

0 50-  

 

0 
80-  

30+  40-  



106 

 

 

 
 

   وةليه ي بح جدول النقل االتات:
 : تحسين الحل تاتخدام طريقة المسار المتعرج 3الجدول رق  

ia 4D 3D 2D 1D  

90 
1 

40 
3 

/ 
5 

10 

2 

40 
1O 

80 
4 

/ 
2 

40 

1 

40 

3 

/ 
2O 

70 
5 

0 

1 

70 

2 

/ 
4 

/ 
O3 

240 40 110 50 40 ib 
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 قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي:
Z =2 (40)+5 (10)+1 (40) )+1 (40)+2 (40)+1 (70) +5 (0) = 360 

 (.360=  360 – 720وحدة نقدية ) 360نلاحظ في هذه الحالة أننا وفرنا 
 ( m+n-1)يت  تكرار العملية السابقة لاختيار الخلايا الفارغة بعد التأاد من أن ةدد الخلايا المملوءة هي: 

  13x      23x22             x12              x       13x       مسار الحلقة 
x13 = 3 – 5 + 1 – 2 = - 3 

 21x      22x2             1x            1 1x       21x       مسار الحلقة 
x21 = 3 – 2 + 5 – 1 = 5 

                   22                                  x2             1x              14x       24x       مسار الحلقة 
x24 = 4 – 1 + 5 – 1 = 7 
 
 
 
 

  31x        11x       12x 22              x             23x             33x       31x       مسار الحلقة 
x31 = 4 – 1 + 2 – 1 + 5 – 2 = 7 

               32x 33              x             23x             22x       32x       مسار الحلقة 
x32 = 2 – 1 + 2 – 1 = 2 

  34x        33x       23x 22              x             12x            14x       34x        مسار الحلقة 
x34 = 5 – 1 + 5 – 1+ 2 – 1 = 9 

 ( لكل وحدة منقولة، وةليه يجب درااة مسارها.-3اتساه  في تخفيض التكاليف بمقدار ) 13xنلاحظ أن الخلية    

 
 

 هذه القيمة و ي بح المسار االتات: 13x، إذا اتأخذ الخلية الفارغة min) (10 ,40 :=10بما أن أقل قيمة هي 
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 وةليه ي بح جدول النقل االتات:   

 تحسين الحل باستخدام طريقة المسار المتعرج للمثال  
ia 4D 3D 2D 1D  

90 
1 

40 
3 

10 
5 

0 

2 

40 
1O 

80 
4 

/ 
2 
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1 

50 

3 

/ 
2O 

70 
5 

0 

1 

70 

2 

/ 
4 

/ 
O3 

240 40 110 50 40 ib 
 

 قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي:
330(70) =  1+ (30) 2+ (50) 1+ (40) 1+ (10) 3+ (0) 5+ (40) 2= Z 

 (. 30=  330 –  360وحدة نقدية ) 30نلاحظ في هذه الحالة أننا وفرنا 
 (m+n-1)يت  تكرار العملية السابقة لاختيار الخلايا الفارغة بعد التأاد من أن ةدد الخلايا المملوءة هي: 

1 = 3 –3 + 2  –= 5  12x 

2 = 2 –2 + 3  –= 3  21x 

1 = 4 –1 + 3  –= 4  24x 

2 = 4 –1 + 3  –= 4  31x 

1 = 2 –1 + 2  –= 2  32x 

61=  –1 + 3  –= 5  34x 
نلاحظ أن جميع القي  الجبرية موجبة، مما يعني أن الحل المتوصل إليه هو الحل الأمثل، وةليه فإن تكلفة النقل في هذه الحالة تساوي 

 و.ن.  330
 

 (: Modiمودي   -طريقة عوامل الضرب )التوزيع المعدل -ب

شاغرة دون الحاجة إلى را  ال المسارات المغلقة، تستخدم هذه الطريقة لاختبار طبقا لهذه الطريقة يمكن حساب النتيجة لكل خلية  
أمثلية الحل الأوت، وهي أافأ من اابقتها، وال  تعتمد ةلى تكوين مسارات مغلقة للمتغيرات غير الأاااية ومن ثم إيجاد المتغير 

ريقة فهي قادرة ةلى تحديد المتغير غير الأاااي الذي غير الأاااي الذي يساه  في تقليل مجموع تكاليف النقل، أما هذه الط
 1  يساه  في تقليل مجموع تكاليف النقل مباشرة، وتتلخ  هذه الطريقة فيما يلي:

 
 . 307، ص 2007دار مجدلاوي للنفير والتوزيع، ةمان، الأردن، الطبعة الأولى  مدخل إلى بحوث العمليات، الزبيدي،اعد نور الفيمرتي، ةلي خليل حامد  1
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 يبدأ الحل المبدئي بأي طريقة؛  - 
 ،iUنرمز لكل اطر )الوحدة الإنتاجية( تلرمز  - 

 ؛ jVونرمز لكل ةمود )مراز التوزيع( تلرمز  -
تلنسبة الخلايا المملوءة أو)الخلايا المفيغولة( ال متغيرة أاااية )في جدول النقل( يت  تطبيق  -

 i+ V i= U ijC                               المعادلة:

 01U=      بوضع
  (. V1V ,2.…,( و )  U2U ,3… ,لنتمكن من الح ول ةلى تقي القي  )

تلنسبة لتقيي  الخلايا الفارغة أو)الخلايا غير المفيغولة( بحساب التكاليف ،ال متغيرة غير أاااية في جدول النقل تكتب  -      
 ب يغة المعادلة التالية: 

 jV – iU –  ij= C ijϭ 

 .j، والعمود iأي الخلية ال  ترتيبها في ال ف)السطر(   jV – iU –ij  Cمقياس التحسين هو:   -     
فإنه يمكن تخفيض تكاليف النقل    االبة ، هذا يعني أنه لا يمكن تخفيض تكاليف النقل، أما إذا اانت  القيمة الموجبةإذا وجدنا    -    

 ثم إامال الحل تاتخدام طريقة نقطة الارتكاز.  
 نختار الخلية الفارغة ال  تحمل القيمة الجبرية الأشد االبية وتت  درااة مسارها وفقا للقاةدة )المعروفة في الطريقة السابقة(:  -

 * أن يبدأ المسار من الخلية الفارغة المعنية وينتهي ةندها؛ 
 * أن يتألف المسار من مجموةة من المستقيمات الأفقية والعمودية بحيث تقع الخلايا المملوءة في الزوايا القائمة؛  
( للخلية ال  تليها في المسار ثم إشارة )+( للخلية ال  تليها في - * وضع إشارة )+( للخلية الفارغة المراد ملسها ثم إشارة ) 

 ( إلى نهاية المسار المغلق. -المسار، وهكذا تتات الإشارات )+( و ) 
( يت  إضافتها إلى الخلايا ال  تحمل إشارة )+( وإنقاصها من قي  الخلايا ال  -* أقل قيمة في الخلايا ال  تحمل إشارة ) 

 (. - تحمل إشارة )
 * تعديل الجدول وفقا لما تم في الخطوة السابقة وإةادة الخطوات. 

 يت  تكرار هذه العملية إلى غاية الوصول إلى قي  جبرية موجبة أو معدومة. -
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 ملاحظة: 
إن تطبيق هذه الطريقة يتطلب أن يكون الحل الأوت أاااي:   

)عدد الخلايا  الحل1-ةدد المتغيرات الأاااية )الخلايا المفيغولة( = ةدد ال فوف + ةدد الأةمدة  
n(+عدد الأعمدة ) mالمملوءة( = عدد الأسطر )  )– 1  

 n )– 1(+عدد الأعمدة )mايا المملوءة( = عدد الأسطر ) ❖
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 : مثال

 لدينا الجدول التات يمثل الحل الأوت لمفيكلة النقل بطريقة اقل التكاليف لمساسة حبوب الجنوب. 

 لمشكلة النقل بطريقة أقل التكاليف  الحل الابتدائي
  D3 D2 D1 العرض 
100 8  1  2  S1 

 /  100  / 
250 3  4  7  S2 

 220  /  30 
200 4  2  6  S3 

 /  80  120 
 الطلب 150 180 220 550

 المطلوب: 

 ( Modiاختبار أمثلية الحل الأوت لمفيكلة النقل تاتخدام طريقة التوزيع المعدل ) 

 الحل: 
 1-عدد الخلايا المشغولة ) المملوءة( = عدد الصفوف + عدد الأعمدة  -

           =3+3  -1=5 

   1850= +(1)100(2)80+(6)120+(3)220+(7)30التكلفة الكلية=  -

         01U=    وضع ن        -
 (jV( ولكل عمود)   iUحساب الرقم القياسي لكل صف)

  D3 D2 D1 العرض 
100 8  1  2  S1 

 /  100  / 
250 3  4  7  S2 

 220  /  30 
200 4  2  6  S3 

 /  80  120 
 الطلب 150 180 220 550

 
 
(، وفقا V1V ,2.…,( و )  U2U ,3… ,تقي القي  )حساب الرق  القيااي تلنسبة للخلايا المفيغولة ويت  حساب -

 i+ V i= U ijCللمعادلة: 

 

U1=0
          
U2=2
          
U3=1
          

V1=5 V2=1 V3=1 
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 (jV( ولكل عمود)  iUطريقة حساب الرقم القياسي لكل صف)

 ijC =i+ V iU   (iU  ( ، )jV ) الخلية 

    U1+V2=1 (1،2الخلية) 
0+V2=1   

=12V 

(3،2الخلية)   U3+V2=2    
U3+1=2   

=13U 

(3،1الخلية)   U3+V1=6    
1+V1=6   

=51V 

(2،1الخلية)   U2+V1=7    
U2+5=7   

=22U 

(2،3الخلية)   U2+V3=3    
2+V3=3   

=13V 

 تقييم الخلايا الفارغة: -
 jV – iU –ij  = C ijϭ تلنسبة للخلايا الفارغة يت  حسابها  وفقا للمعادلة: 

 تقييم الخلايا الفارغة  
الخلية 
 الفارغة 

 iU ، jV  

 
 صافي التغير في التكلفة  مسار الخلية 

 jV – iU –ij  = C ijϭ 

v1U (3،2(،)2،1)       0 =51= ( 1،1الخلية)   (1،1(،)3،1 ،)  2-0-5=-3 
( 3،1الخلية)   U1= 0       v3=1 / 8-0-1=7 
( 2،2الخلية)   U2=2        v2=1 / 4-2-1=1 
( 3،3الخلية)   U3= 1        v3=1 / 4-1-1=2 

 (:1،1المسار المغلق الخلية ) 
  D3 D2 D1 العرض 
100 8  1  2  S1 

 /  100  / 
250 3  4  7  S2 

 220  /  30 
200 4  2  6  S3 

 /  80  120 
 الطلب 150 180 220 550

   شغلها يسدي إلى تخفيض تكاليف النقل   (1،1الخلية) 
( يت  إضافتها إلى الخلايا ال  تحمل إشارة )+( وإنقاصها من قي  الخلايا ال  تحمل إشارة  -أقل قيمة في الخلايا ال  تحمل إشارة ) 

(-.)  Min(100,120)=   100                            
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        12x32             x31              x      11x        مسار الحلقة 
1      

 
2   

  100 -   +   / 
             +   -    
2   

 
   6   

  80       120 
 

1      
 

2   
  0 - 

 
 +   100 

          
   +   -    
2   

 
   6   

  180       21 

 
 تعديل الجدول: - 

   عديل الجدولت
  D3 D2 D1 العرض 
100 8  1 

 
2  S1 

 /  0  100 
250 3  4  7  S2 

 220  /  30 
200 4  2  6  S3 

 /  801  20 
 الطلب 150 180 220 550

 التكلفة الإجمالية: 
1550=)801(20)+2(60)+22(30)+3(70)+10(2   =CT 

 ( 1850أقل من السابق )  1550التكلفة الإجمالية للنقل - 
 اختبار أمثلية الحل الجديد( )ةادة الخطوات السابقة إ -

 1-الأةمدة  ةدد الخلايا المفيغولة ) المملوءة( = ةدد ال فوف + ةدد  -

           3 +3 -1=5 

 
 
 
 
 
 

0+100=100                100-

100=0 

 

120-100=20               

80+100=180 
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 لكل صف وعمود:  الرقم القياسي بالنسبة للخلايا المشغولة حساب  -
 (jV( ولكل عمود)  iUطريقة حساب الرقم القياسي لكل صف)

 ijC =i+ V iU   (iU  ( ، )jV) الخلية 

    U1+V1=2 ( 1،1الخلية) 
0+V1=2  

=21V 

( 1،2الخلية)   U2+V1=7    
U2+2=7   

=52U 

( 3،2الخلية)   U2+V3=3   
5+V3=3   

2-=3V 

( 1،3الخلية)   U3+V1=6    
U3+2=6   

=43U 

( ،23الخلية)   U3+V2=2    
4+ V2=2   

2-=2V 

 
  D3 D2 D1 العرض 
100 8  1 

 
2  S1 

 /  0  100 
250 3  4  7  S2 

 220  /  30 
200 4  2  6  S3 

 /  801  20 
 الطلب 150 180 220 550

 
 

 
 تقييم الخلايا الفارغة: -

 jV – iU –ij  = C ijϭ بالنسبة للخلايا الفارغة يتم حسابها  وفقا للمعادلة: 

 تقييم الخلايا الفارغة 
الخلية 
 الفارغة 

 iU ، jV  
 

 صافي التغير في التكلفة  مسار الخلية 
 jV – iU –ij  = C ijϭ 

 v1U / 1-0-(-2)=1+2=3       0 =2=-2 ( 1،2الخلية) 
( 1،3الخلية)   U1= 0       v3=-2 / 8-0-(-2)=10 
( 2،2الخلية)   U2=5        v2=-2 / 4-5-(-2)=6-5=1 
( 3،3الخلية)   U3= 4        v3=-2 / 4-4-(-2)=2 

 التكاليف المباشرة لجميع الخلايا الفارغة موجبة فإن الجدول السابق يعطي خطة النقل المثلى وهي:بما أن 

U1=0
          
U2=5
          
U3=4
          

V1=2 V2=-2 V3=-2 
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 CT=  (180)2+(20)6+(220)3+(30)7+(100)2=   1550       الإجمالية:التكلفة 

 
 ملخص خوارزمية حل مسائل النقل: 

 :يمكن تلخي  خوارزمية حل مسائل النقل في الخطوات التالية  
 :بناء جدول الحل الأساسي الأول بحيث -1 

 تظهر فيه تكاليف النقل من ال منبع إلى ال م ب؛  -
 طلب ال م ب، بحيث يتساوى مجموع العرض مع مجموع الطلب؛  وامياتاميات ةرض ال منبع،   -

 .إيجاد الحل الأساسي الأول، بإحدى الطرق: الزاوية الشمالية الغربية، التكاليف الدنيا أو طريقة فوجل -2
 . m+n-1 يجب أن يكون ةدد الخلايا الداخلة في الحل محققا للفيرط -

 نختبر الحل إذا كان أمثلا أم لا، و ذلك إما بطريقة المسار المتعرج أو طريقة التوزيع المعدل؛  -3  
 ؛  C′ij = Cij – Vj – Ui ≥ 0 :نكون أمام الحل الأمثل إذا اان ال -
  إذا اان الحل غير أمثل فنقوم بتحسينه، ثم نعود من جديد للخطوة السابقة، أما إن اان أمثلا فنقوم -

 بفيرحه. 
 
  

 
 
 

  D3 D2 D1 العرض
100 8  1 

 
2  S1 

 /  0  100 
250 3  4  7  S2 

 220  /  30 
200 4  2  6  S3 

 /  801  20 
 الطلب  150 180 220 550
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  1مسائلة النقل بطريقة الشبكة )شبكة النقل(:حل  -4

يهت  أالوب شبكات النقل بحل اثير من المسائل الاقت ادية والتقنية منها، خاصة مسائل نقل المسافرين والبضائع أو نقل وتوزيع  
 مختلف المواد، ومن أجل معالجة مختلف الجوانب المتعلقة بهذه المسائل نلجأ إلى ااتخدام تقنية الفيبكات.

، Optimal value pathsمن بين تطبيقات نظرية شبكات النقل يمكن ذار مسائل البحث ةن المسارات ذات القيمة المثلى )
 (، مسألة المسافر التجاري وغيرها. Maximum flow problemمسألة التدفق الأةظ  ةبر الفيبكة ) 

البضائع بين   تنظي  ةملية نقل  التقليدية هي  فالمسألة  والنقل،  النظرية تتجلى في تمثيل وحل مسائل المرور  فالتطبيقات الهامة لهذه 
المخازن ومحلات البيع وذلك من خلال ت ريف أابر ةدد من الكميات المخزنة في ةدة نقاط نحو ةدد ابير من محطات الااتقبال 

ا النوع من المفياال  الاةتبار المعطيات  وهذا  الكبرى ال  تود تمويل محلاتها تأخذ بعين  أو الفيراات  النقل  تتعرض مساسات  ل  
 الأاااية الثلاثة التالية: 

 القدرات الإنتاجية لكل وحدة؛ - 
 حاجيات ال مخزن؛  - 
 قدرات النقل المتاحة بين الوحدات الإنتاجية )المعامل...( والمخازن )محلات البيع...(.  - 

إن البضائع المنقولة يمكن أن تكون بضائع تنقل من مناطق مختلفة ةلى متن بواخر طاقة نقلها محدودة إلى مناطق أخرى تكون فيها 
مناطق  أو  رئيسية  إلى خزانات  ت ريفها محدودة  طاقة  أنابيب  المنقولة اوائل ةبر  المادة  تكون  وقد  ااتقبالها محدودة،  طاقة  أيضا 

 ا محدودة...إلخ. ااتهلااية طاقة ااتقباله
 مفاهيم أساسية في تكوين الشبكات:  -أ

هو هيكل يحتوي ةلى مجموةة من العناصر تسمى تلرؤوس ومجموةة أخرى من العناصر تسمى   الشبكة:  -
تمثل الرؤوس ةلى الرا  بنقاط والأاه  بأقواس. وتنقس  الفيبكات   U(x)تلأقواس ويرمز للفيبكة تلرمز  

 إلى:
هو هيكل يكون فيه أي رأس من الرؤوس مرتبط بكل من الرؤوس الأخرى ةلى مرة    :الشبكة الكاملة -

 واحدة.

 

 
جامعة العربي بن مهيدي، أم البواقي،  ، الية العلوم الاقت ادية التجارية وةلوم التسييرخالدي فراح، محاضرات في مقياس رياضيات المساسة، مدةمة بأمثلة تطبيقية محلولة،   1

 . 142، ص 2020-2021
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هي هيكل يتكون من رؤوس تربطها أاه  موجهة، بمعنى أن السير فيها يخضع لاتجاه   الموجهة: الشبكة   -
 الأاه .

 
هي هيكل يتكون من رؤوس تربطها أاه  غير موجهة، في هذا النوع من  الشبكة غير الموجهة:  -

 الفيبكات يسمي السه  الذي يربط أي رأاين "تلحد". 

 
في أي شبكة نسمي مسارا ال السلة مت لة من الأاه  ال  يكون فيها الطرف النهائي لكل    المسار:   -

 منها هو ةبارة ةن الطرف الابتدائي للسه  الذي يليه، ما ةدا السه  الأخير. 

في مسائل النقل يمكن التمييز بين أنواع مختلفة من مسارات النقل ال  تربط بين مرااز التوزيع ومرااز الااتلام وذلك ةلى أااس  
 الاةتبارين التاليين: 

 المراحل(، الاةتبار الأول: ةدد مراحل النقل )مسارات النقل ذات المرحلة الواحدة، مسارات النقل متعددة  - 
الاةتبار الثاني: توازن امية العرض مع امية الطلب، ما يسمى تلنقل المغلق والنقل المفتوح، ففي حالة النقل المغلق   - 

 يكون التوازن موجودا، أما في حالة النقل المفتوح فلا يتحقق التوازن، مما يجعلنا نفكر في إدخال مراز ااتلام أو مراز توزيع وهمي.
 : والأشكال أدناه توضح أنواع المسارات

 مسارات نقل ذات مرحلة واحدة

 
 .124، ص2018جامعة تيارت،  الية العلوم الاقت ادية التجارية وةلوم التسيير،  فتحة بلجيلات، رياضيات المساسة،المصدر: 

.143، ص 2021-   
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 مسارات نقل ذات مراحل متعددة

 
 .124، ص2018جامعة تيارت،  الية العلوم الاقت ادية التجارية وةلوم التسيير،  المساسة،فتحة بلجيلات، رياضيات المصدر: 

. 143، ص 2021-2020الأصلي المرجع : خالدي فراح،    

المسار الذي يكون فيه الطرف النهائي للسه  الأخير هو ةبارة ةن الطرف الابتدائي للسه  الأول،    الحلقة:  -
يسمى تلمسار المغلق أو الحلقة. طول أي مسار هو ةبارة ةن مجموع القي  ال  تعبر ةنها الأاه  المفيكلة 

 وتسمى ةادة تلقي  المرافقة.

طريقة    بينها:  من  الأصغر،  القيمة  ذو  المسار  قيمة  ااتخراج  أجل  من  تستعمل  طرق  ةدة  توجد  طريقة Fordولذلك   ،
R.Bellman  طريقة ،G.Dantzig( طريقة الم فوفات ،Floyd.) 

 
   استخراج قيمة المسار ذو القيمة الأصغرطرق  -ب

 1حالة تقليل دالة الهدف: -

( إلى المدينة  Aالبضائع أن تنقل إحدى المواد من المدينة ) مثال: تريد مساسة النقل السريع وهي إحدى المساسات المخت ة في نقل  
(L :ولها إمكانية المرور تلمدن التالية ،) 
(B, C, D, E, F, G, H, I, J, K ) 

 تكلفة النقل من مدينة إلى أخرى هي االتات:
(AB=400),   (AC=300),    (AD=500),   (BE=200), (BF=300), (BG=700) , 

(CE=900), (CF=1000), (CG=500), (DE=600), (DF=200), (DG=500), 
 (EH=800),   (EI=500), (FH=400), (FI=600),   (GH=500), (GI=600),   
 (HK=600),  (HJ=400) , (IJ=600), (IK=500),   (JL=400),    (KL=500),   

 المطلوب: 
 تكلفة؟تحديد الطريق الذي يسمح لهذه المساسة بنقل هذه المادة بأقل 

 
 
 
 
 

 
 .125، ص 0202-2019فالتة اليمين، محاضرات ومسائل في مقياس رياضيات المساسة، جامعة محمد خيضر ، الية العلوم الاقت ادية والتجارية وةلوم التسيير،  1
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 الحل: رسم الشبكة
 التمثيل البياني لمشكلة النقل

 
 

( ، لكن يستحسن 5( أو الأخيرة)1تقسي  الفيبكة إلى مراحل اما هو مبين في الفيكل ويكون الحل ابتداء من المرحلة الأولى) - 
 أن نبدأ الحل دائما من المرحلة الأولى اما يلي: 

 لدينا الاتجاهات الممكنة تلمسافات التالية:  المرحلة الأولى:  ▪

AB=400 

AC=300 

AD=500 

 في هذه المرحلة نبحث ةن أحسن مسلك للمرحلتين معا والمسالك المحتملة هي:  المرحلة الأولى ثم المرحلة الثانية:  ▪

                  (:  Bمرورا بالمدينة )  -

ABE= 400+200=600 

ABF= 400+300=700                     ABE=600 
ABG= 400+700=1100 

يعتبر أفضل مسلك لأنه    (ABE=600) فإن المسلك (Bحتى نهاية المرحلتين الأولى والثانية معا ومرورا تلمدينة  ) 
 يعطي أقل تكلفة.

 

                  (:  Cمرورا بالمدينة )  -

ACE= 300+900=1200 

ACF= 300+1000=1300                     ACG=800 
ACG= 300+500=800 

يحمل المساسة أقل تكلفة     (ACG=800) فإن المسلك (Cحتى نهاية المرحلتين الأولى والثانية معا ومرورا تلمدينة  ) 
 مقارنة تلمسلكين الآخرين. 

                  (:  Dمرورا بالمدينة )  -

ADE= 500+600=1100 
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ADF= 500+200=700                     ADF=700 
ADG= 500+500=1000 

يحمل المساسة أقل تكلفة    (ADF=700) فإن المسلك ( Dحتى نهاية المرحلتين الأولى والثانية معا ومرورا تلمدينة ) 
 مقارنة تلمسلكين الآخرين. 

ال من المرحلة الأولى والمرحلة الثانية معا، فإن الأمر يتطلب ضرورة المرور تلمسالك والطرق التالية:   حتى نهاية 
(ABE=600 ;   ACG=800 ; ADF=700    ) 
 انطلاقا من نتائج المرحلتين السابقتين فإن المسالك المحتملة هي: المرحلتين )الأولى والثانية( ثم المرحلة الثالثة:  ▪

ABEH= 600+800=1400 

ABEI= 600+500=1100                     ABEI =1100 
ACGH= 800+500=1300 

ACGI= 800+600=1400 

ADFH= 700+400=1100                     ADFH=1100 
ADFI= 700+600=1300 

لأنه يسمح  ( ADFH=1100( فإن القرار الأمثل يعني أنه من الضروري المرور تلمسلك الأمثل )H مما ابق وللمرور تلمدينة )
 . بنقل المادة بأقل تكلفة 

لأنه يسمح بنقل ( ABEI=1100( فإن القرار الأمثل يعني أنه من الضروري المرور تلمسلك الأمثل )I وللمرور تلمدينة ) أما 
 . المادة بأقل تكلفة 

وتلتات فإنه حتى نهاية المراحل الأولى والثانية والثالثة معا، فإن السيااات المثلى هي ال  تعبر ةن الطرق والمسالك التالية:  
(ABEI=1100   ؛ADFH=1100 .) 

 

 

 الأولى والثانية والثالثة( ثم المرحلة الرابعة: المراحل ) ▪
 

ABEIJ= 1100+600=1700 

ABEIK= 1100+500=1600                     ABEIK =1600 
 

ADFHJ= 1100+400=1500                     ADFHJ=1500 
ADFHK= 1100+600=1700 

لأنه  (، ADFHJ=1500(، فإنه من الضروري المرور تلمسلك الأمثل التات )Jنلاحظ أنه إذا تطلب الأمر المرور تلمدينة )
  اوف يحمل المساسة أقل تكلفة.

(، لأنه اوف ABEIK =1600(، فإنه من الضروري المرور تلمسلك الأمثل التات )Kأما إذا تطلب الأمر المرور تلمدينة )
   يحمل المساسة أقل تكلفة.

؛   ADFHJ=1500وعليه فإنه وحتى نهاية الأربعة الأولى معا، فإن السياسات المثلى تعبر عن الطرق والمسالك التالية )

ABEIK =1600 .) 

 الأولى والثانية والثالثة والرابعة( ثم المرحلة الخامسة: المراحل ) ▪
ADFHJL= 1500+400=1900 

ABEIKL= 1600+500=2100                     ADFHJL =1900 
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( إلى Aالمدينة )والذي يسمح بنقل هذه المادة من ( ADFHJL =1900) فإن المسلك الأمثل هو( L)  إلى غاية المدينة 
 (J( ،)H ( ،)F ( ،)D(، مرورا تلمدن التالية:  )Lالمدينة )

 و.ن وهي أدنى تكلفة نقل، يتضح هذا المسلك في الفيبكة التالية:  1900وذلك بتكلفة إجمالية قدرها 
 

 المسار الأمثل لمشكلة النقل
 

 
 حالة تعظيم دالة الهدف: -2

 مثال: 
(  Aتريد مساسة البراق لنقل المسافرين إنجاز شبكة للنقل الحضري تسمح بنقل أابر ةدد ممكن من المسافرين من المحطة الرئيسية ) 

 (. تتوقع أن يكون ةدد المسافرين من محطة إلى أخرى اما يلي: Hإلى المحطة النهائية )
(AB=15),   (AC=18),    (AD=14),   (BE=20), (BF=25), (CE=23), (CF=30) 

(DE=10), (DF=12),  (EG=13),  (FG=10), (GH=10), 

 المطلوب: 
 ؟و.ن 20البحث ةن الطريق الذي يسمح لهذه المساسة تلح ول ةلى أابر الإيرادات، إذا ةلمت أن ثمن التذارة الواحدة هي  
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 الحل: 
 رسم الشبكة 

 
 التمثيل البياني لشبكة نقل المسافرين

 
 يلي: بعد تقسيم الشبكة إلى مراحل ننطلق في دراستها ابتداء من المرحلة الأولى كما  -
 

 المسالك الممكنة:  المرحلة الأولى:  ▪

AB=15 

AC=18 

AD=14 

 المسالك المحتملة هي:  المرحلة الأولى ثم المرحلة الثانية:  ▪

                  (:  Eمن أجل الوصول إلى المحطة )  -

ABE= 15+20=35 

ACE= 18+23=41                     ACE=41 
ADE= 14+10=24 

يعتبر أفضل مسلك لأنه يسمح بنقل أابر ةدد ممكن   (ACE=41)  فإن المسلك (Eحتى الوصول إلى المحطة  ) 
 من المسافرين.

 

                  (:  Fمن أجل الوصول إلى المحطة )  -

ABF= 15+25=40 

ACF= 18+30=48                     ACF=48 
ADF= 14+12=26 

يعتبر أفضل مسلك لأنه يسمح بنقل أابر ةدد ممكن   (ACF=48) فإن المسلك (Fإلى المحطة )  لإلى غاية الوصو 
 من المسافرين.

 من خلال المرحلة الأولى والثانية معا، فإنه من الضروري ةلى المساسة اتباع المسالك والطرق التالية: 
(ACE=41  ؛ACF=48 .) 
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 انطلاقا من نتائج المرحلتين السابقتين فإن المسالك المحتملة هي: المرحلتين )الأولى والثانية( ثم المرحلة الثالثة:  ▪

    (:  Gمن أجل الوصول إلى المحطة )  -

 ( مرورا بإحدى المسلكين التاليين:Gيمكن الوصول إلى المحطة )
ACEG= 41+13=54 

ACFG= 48+10=58                      

 (.ACFG= 58و الذي يسمح بنقل أابر ةدد ممكن من المسافرين هو:)  إن المسلك  الأمثل
                

ACE= 18+23=41                     ACE=41 
ADE= 14+10=24 

 الأولى والثانية والثالثة( ثم المرحلة الرابعة: المرحلة ) ▪
 

ACEGH= 54+10=64 

ACFGH= 58+10=68                     ACFGH =68 
 

( المحطة  من  المسافرين  من  ةدد  أابر  نقل  بإمكانه  أمثل  واحد  طريق  يوجد  أنه  )Aيبدو  المحطة  إلى   )H هو المسلك  وهذا   )
(ACFGH =68   ( والفيكل التات يسمح للمساسة بتحقيق أق ى إيرادات ،)R= 68 x 20=1360  ) 

 التمثيل البياني للمسلك الأمثل لشبكة نقل المسافرين

 
 :مقترح تمرين

  F1 ,F2 , F3تحتاج إحدى المساسات المخت ة في ال ناةات النسيجية لثلاث أنواع من الخيوط النسيجية وهي ةلى التوات  
،  50ترايا، ال ين، الأردن( وذلك تلكميات التالية وبنفس الترتيب: )وقد أبدت ثلاث دول ااتعدادها لتزويد هذه المساسة وهي 

أما    30،  40 الواحد منها حسب ما هو  طن.   اميات الطلب من هذه الأنواع الثلاث من الخيوط تلطن وتكلفة شراء الطن 
 معروض في تلك الدول معطى في الجدول التات:

 نوع الخيط حجم الطلب سعر الطن الواحد بالدولار 
  الأردن  تركيا  الصين

7 1 5 50 F1 

6 4 3 40 F2 

3 2 6 30 F3 

 هذه المفيكلة في صورة مفيكلة النقل، ثم البحث ةن الحل الذي يجعل إجمات تكاليف الفيراء اقل ما يمكن؟ ضع :المطلوب
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 : حالات خاصة لنماذج النقل

 

 :معالجتها اما يلي تفيخي ها وتحديد ايفية  ويمكنهناك الكثير من الحالات ال  يمكن أن ن ادفها ةند صياغة وحل نماذج النقل، 
 

 حالة عدم تساوي الطلب مع العرض 1-
العرض الطلب مع    يحدث في اثير من الحالات حج  أو امية العرض لا تساوي امية الطلب وهنا نكون أمام حالة ةدم تساوي

 :أي
∑ 𝒃𝒋

𝒎
𝒋=𝟏≠  ∑ 𝒂𝒊

𝒏
𝒋=𝟏 

   
 :وهناك حالتين تخ  حالة ةدم تساوي الطلب مع العرض وهما

 
 : الحالة الأولى

∑ 𝒃𝒋
𝒎
𝒋=𝟏< ∑ 𝒂𝒊

𝒏
𝒋=𝟏 

 
  :من حج  الطلب أابروهي الحالة ال  يكون فيها حج  العرض 

يسمى تلعمود الوهمي    الأاااي أي جدول الحل الابتدائي، هذا العمودوتلنسبة لهذه الحالة نقوم بإضافة ةمود إضافي إلى الجدول 
المطلوبة، العمود تساوي الفرق بين الكمية المعروضة والكمية  قيمة الطلب في هذا  أن  العمود الوهمي المضاف   حيث  ويحمل هذا 

 تكاليف وهمية أي معدومة؛
 : الحالة الثانية

∑ 𝒃𝒋
𝒎
𝒋=𝟏> ∑ 𝒂𝒊

𝒏
𝒋=𝟏 

 
 :من حج  العرض  أابروهي الحالة ال  يكون فيها حج  الطلب 

تلسطر الوهمي   تلنسبة لهذه الحالة نقوم بإضافة اطر إضافي إلى الجدول الأاااي أي جدول الحل الابتدائي، هذا السطر يسمى
العمود تساوي الفرق بين الكمية المطلوبة والكمية المعروضة، ويحمل قيمة العرض في هذا  أن  الوهمي المضاف   حيث  هذا السطر 

 .تكاليف وهمية أي معدومة 
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 :تطبيقية أمثلة
 : إليك جدول النقل التات والمطلوب وضعه في الفيكل القانوني: 1مثال

 جدول النقل الابتدائي 
3منطقة البيع Σالعرض  2منطقة البيع  1منطقة البيع   المناطق 

 الورشات        
150 90  

X13 
80  

X12 
50  

X11 
 1ورشة 

   
190 45  

X23 
40  

X22 
65  

X21 
 2ورشة 

   
250 60  

X33 
55  

X32 
120  

X31 
 3ورشة 

   
 Σالطلب  180 155 200 590≠535

 :يتبين من الجدول أةلاه أن حج  الطلب لا يساوي حج  العرض، وحج  الفارق بين العرض والطلب يساوي
 590-535، ومنه نقوم بتعديل الجدول أةلاه للح ول ةلى شروط الحل الابتدائي وذلك بإضافة ةمود = 55

 :وهمي بقيمة هذا الفارق وبتكاليف معدومة اما يلي
منطقة البيع   Σالعرض 

 الوهمية
منطقة 

3البيع  
منطقة 

2البيع  
منطقة 

1البيع  
 المناطق

                    
 الورشات 

150 0  
X14 

90  
X13 

80  
X12 

50  
X11 

 1ورشة 
    

190 0  
X24 

45  
X23 

40  
X22 

65  
X21 

 2ورشة 
    

250 0  
X34 

60  
X33 

55  
X32 

120  
X31 

 3ورشة 
    

 Σالطلب  180 155 200 55 590=590
:يتبين من الجدول أةلاه أن  

∑ 𝒃𝒋
𝒎
𝒋=𝟏  =  ∑ 𝒂𝒊

𝒏
𝒋=𝟏 590=  

 .الجدول الحل الابتدائي محققة ومنه شروط 
 : 2مثال

 إليك جدول النقل التات والمطلوب وضعه في الفيكل القانوني: 
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 جدول النقل الابتدائي 
 منطقة  ia Σالعرض

4التوزيع   
منطقة 
3التوزيع  

 منطقة 
2التوزيع   

منطقة 
1التوزيع  

 المناطق
                    

 الورشات 
180 12  

X14 
14  

X13 
17  

X12 
12  

X11 
 1منطقة الإنتاج

    
150 14  

X24 
33  

X23 
14  

X22 
10  

X21 
2منطقة الإنتاج  

    
130 22  

X34 
16  

X33 
17  

X32 
18  

X31 
3منطقة الإنتاج  

    
 jb Σالطلب 130 120 140 120 460≠510

 : أن الفارق بين الطلب والعرض يساوييتبين من الجدول أةلاه أن حج  الطلب لا يساوي حج  العرض، أي 
510-460=50 

ومنه نقوم بتعديل الجدول للح ول ةلى شروط الحل الابتدائي وذلك بإضافة اطر وهمي بقيمة هذا الفارق وبتكاليف معدومة 
 :نتح ل ةلى الجدول الموات

 
 منطقة  ia Σالعرض

4التوزيع   
منطقة 
3التوزيع  

 منطقة 
2التوزيع   

منطقة 
1التوزيع  

 المناطق
                    

 الورشات 
180 12  

X14 
14  

X13 
17  

X12 
12  

X11 
 1منطقة الإنتاج

    
150 14  

X24 
33  

X23 
14  

X22 
10  

X21 
2منطقة الإنتاج  

    
130 22  

X34 
16  

X33 
17  

X32 
18  

X31 
3منطقة الإنتاج  

    
 
50 

0  
X44 

0  
X43 

0  
X42 

0  
X41 

منطقة الإنتاج  
     الوهمية

 jb Σالطلب 130 120 140 120 510=510
:يتبين من الجدول أةلاه أن  

∑ 𝒃𝒋
𝒎
𝒋=𝟏  =  ∑ 𝒂𝒊

𝒏
𝒋=𝟏 510=  

 .ومنه شروط الجدول الحل الابتدائي محققة 
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 : الانحلال حالة  -2

الجدول ةدد  الجدول النهائي من الحل الأاااي ويكون في هذان ادف هذه الحالة ةند بلوغنا للحل الأوت لمسالة النقل أي 
 يت  معالجة هذه الحالة بتفيغيل خانة غير مملوءة  ،   n+m-1ن الخانات أي المربعات المملوءة اقل م

 تقارب ال فر، ويمكن توضيح ذلك اما يلي:  ɛبتكلفة بقيمة صغيرة جدا 
 مثال: 

في ثلاث مرااز تجارية    الكهرومنزلية )الثلاجات( تقوم بترايب هذه الأجهزة في ثلاث ورشات وتقوم تسويقهامساسة ترايب الأجهزة  
العاصمة، والمراز التجاري الزوار الجزائر  اطيف، وفيما يلي جدول النقل   من الوطن: المراز التجاري وهران، المراز التجاري تب 

 المتعلق بهذه المسألة: 
 
 

 جدول النقل المتعلق بالمسألة أعلاه 
 iaالعرض
Σ 

 المناطق مركز وهران  مركز الجزائر  مركز سطيف 
                        

 الورشات 
150 35  

X13 
45  

X12 
25  

X11 
 1ورشة 

   
100 50  

X23 
55  

X22 
40  

X21 
 2ورشة 

   
350 60  

X33 
55  

X32 
45  

X31 
 3ورشة 

   
 jb Σالطلب 150 200 250 600

 
 :بعد إيجاد الحل الأوت تاتخدام طريقة الزاوية الفيمالية الغربية تح لنا ةلى النتائج المبينة في الجدول أدناه
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 تكلفة النقل باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربي

 iaالعرض
Σ 

مركز  
 سطيف 

مركز  
 الجزائر 

مركز  
 وهران

 المناطق
                    

 الورشات 
150 35  

 / 
45  

 / 
25  

150 
 1ورشة 

   
100 50  

 / 
55 100 40  

 / 
 2ورشة 

   
350 60 250 55 100 45  

 / 
 3ورشة 

   
 jb Σالطلب 150 200 250 600

 الأوت تساوي: يتضح من الجدول أةلاه أن ال الطلب مغطى انطلاقا من العرض المتوفر، وقيمة الحل 
Min z = 150*25 + 100*55 + 100*55 + 250*60 = 29.750 DA 

وهو لا يحقق شرط الحل الأوت، ومنه لتفادي هذه الحالة وهي  n+m-1لا يساوي إلى   4اما أن ةدد الخانات المملسة يساوي 
 اما يلي:   تقارب ال فر ɛنقوم بإضافة خانة فارغة بقيمة صغيرة جدا   الانحلالحالة 

 
 

 iaالعرض
Σ 

 المناطق مركز وهران  مركز الجزائر  مركز سطيف 
                    

 الورشات 
150 35  

 / 
45  

 / 
25  

150 
 1ورشة 

   
100 50  

 / 
55 100 40  

ɛ 
 2ورشة 

   
350 60 250 55 100 45  

 / 
 3ورشة 

   
 jb Σالطلب 150 200 250 600

 :الجدول أةلاه أن ال الطلب مغطى انطلاقا من العرض المتوفر، وقيمة الحل الأوت تساوييتضح من 
Min z = 150*25 + ɛ*40+ 100*55 + 100*55 + 250*60 = 29.750 DA 

 وهو يحقق شرط الحل الأوت.  n+m-1= 5اما أن ةدد الخانات المملسة يساوي إلى=
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 تمارين مقترحة: 

 :1التمرين 
الوحدة الواحدة من السلع،   الفيراات لديها ثلاث مخازن في مواقع مختلفة اما أن لديها ثلاث مرااز تسويقية، تكاليف نقلإحدى 

 :أدناه وحج  السلع في ال مخزن والاحتياجات لكل مراز تسويقي مفيار إليها في الجدول
 

 (yiالمخازن ) Σ 𝑫𝟑 D2 D1العرض 
 

 ( Xiالمصانع )      

55 5  4  1  S1 
   

45 3  7  5  S2 
   

20 9  8  10  S3 
   

 Σالطلب  40 30 50 120

 

 :المطلوب
 الفيمالية الغربية؟ الزاوية  )الران(ما هو مجموع تكاليف النقل للسلعة من الم ادر إلى المرااز تاتخدام طريقة -
 ؟تاتخدام طريقة التكلفة ال غرىأوجد الحل الأوت لمفيكلة النقل السابقة  -
 فوجل؟أوجد الحل الأوت لمفيكلة النقل السابقة تاتخدام طريقة  -

 :2التمرين 
 شركة لإنتاج ألبان وحدات إنتاجية موزعة في الشرق الجزائري وذلك بطاقات إنتاجية اليومية محددة كما يلي:  تدير

 لتر من الحليب.  30.000: طاقتها الإنتاجية تقدر بتي:   Aالوحدة الإنتاجية الأولى  -
 لتر من الحليب.  60.000طاقتها الإنتاجية تقدر بتي:   : Bالوحدة الإنتاجية الثانية   -
 لتر من الحليب.  80.000: طاقتها الإنتاجية تقدر بتي:  Cالوحدة الإنتاجية الثالثة  -

 وتعاقدت هذه الشركة مع أربعة مراكز تسويقية في الشرق الجزائري، حيث قدرت الطلبات اليومية لهذه المراكز كما يلي: 
 لتر من الحليب.  75.000: طلبه قدر بتي  Iمرااز التسويق الأول  -
 لتر من الحليب.  35.000: طلبه قدر بتي   IIمرااز التسويق الثانية  -
 لتر من الحليب.  40.000: طلبه قدر بتي  IIIمرااز التسويق الأول  -
 لتر من الحليب.  20.000: طلبه قدر بتي  IVمرااز التسويق الأول  -

 وبفرض أن تكاليف النقل بين كل وحدة إنتاجية، ومركز تسويق بالنسبة لألف لتر من الحليب هي كما يلي: 
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IV III II I  المراكز 
 الوحدات 

500 600 700 900 A 
1200 900 800 200 B 
800 1000 300 400 C 

 المطلوب:
 خطة التوزيع المثلى حيث تكون تكاليف النقل أقل ما يمكن.أوجد  -

 :3التمرين 
أن تكاليف نقل الوحدة    بضاةتها من مخازنها الثلاث إلى نقاط التوزيع الثلاث بأقل تكلفة إجمالية، إذا ةلمتتريد مساسة توزيع   

 : هيااتقبالها في ال نقطة توزيع  الواحدة من ال مخزن إلى ال نقطة توزيع واذا الكميات المعروضة في المخازن والكميات الممكن
 

  1توزيع 2توزيع 3توزيع العرض 
 1مخزن  5 1 8 12
 2مخزن  2 4 0 14
 3مخزن  3 6 7 4

 الطلب 9 10 11 
 المطلوب:

 أوجد الحل الأاااي الأول تاتخدام طريقة الزاوية الفيمالية الغربية؛  - 1 
 التخطي.  تاتخدام طريقة  هأوجد الحل الأمثل إنطلاقا من حل الأااس المتوصل إلي -2
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 بقيود أو بدون قيود  برمجة غير الخطيةلإلى ا دخلمالمحور الخامس:  
(Nonlinear programming with constraints or without 

constraints) 
 تمهيد

 الفرق بين البرمجة الخطية وغير الخطية 
 مفهوم البرنامج غير الخطي

 النهايات العظمى والدنيا المحلية والكلية 
 البرنامج غير الخطيةطرق حل 
 حل البرامج غير الخطية بدون قيود -
   حل البرامج غير الخطية المقيدة  -
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 مدخل إلى البرمجة غير الخطية بقيود وبدون قيود
 

 تمهيد: 
الخطية من قبل بعض القيود أو دالة الهدف. الهدف الرئيسي  البرمجة غير الخطية هي جزء من البرمجة الرياضية، ال  تتمثل وظيفة غير 

 .من البرمجة غير الخطية هو العثور ةلى القيمة المثلى للدالة الهدف نظرا لعدد معين من المعلمات والقيود
 تحدث البرمجة غير الخطية في الحياة اليومية في اثير من الأحيان. ةلى ابيل المثال، زيادة غير متناابة في امية تكاليف إنتاج أو شراء 

 البضائع. 
البرمجة غير الخطية هي ةملية حل مفيكلات التحسين ال  تتعلق ببعض القيود غير الخطية أو الوظائف الهدف غير الخطية. إنها  

إلخ. يمكن أن تكون    خطية،قيود غير    خطية،قيود    منضمة،تنطوي ةلى تقليل أو تعظي  وظيفة موضوةية غير خطية تخضع لقيود  
أو المساواة. القيود من ةدم المساواة  واختيار    الت مي ،تساةد البرمجة غير الخطية في تحليل مفاضلات    ذلك،تلإضافة إلى   هذه 

 .وحساب المسارات المثلى وتحسين المحفظة ومعايرة النموذج في تمويل الحساب المثلى،الت امي  
 :هناك نوةان من البرمجة غير الخطية ةلى النحو التات

 .f (x) يمثل الحد الأدنى المحلي لوظيفة العددية غير الخطية  x تتضمن البرمجة غير الخطية غير المقيدة إيجاد متجه : البرمجة غير المقيدة 
 .بعض خوارزميات البرمجة غير الخطية الفيائعة غير المقيدة Trust-region و Nelder Mead نيوتن و-تعد شبه

مع مراةاة واحد أو أاثر من    f (x)يقلل من الدالة غير الخطية    xتتضمن البرمجة غير الخطية المقيدة إيجاد متجه   : البرمجة المقيدة 
 ومنطقة الثقة تعكس بعض خوارزميات البرمجة غير المقيدة الفيائعة. المتسلسلة،البرمجة التربيعية  الداخلية،القيود. النقاط 

 
 : الفرق بين البرمجة الخطية وغير الخطية -1

البرمجة الخطية هي طريقة لتحقيق أفضل النتائج في نموذج رياضي تمثل متطلباته تلعلاقات الخطية في حين أن البرمجة غير الخطية هي 
هذا هو الفرق الرئيسي بين البرمجة الخطية    وتلتات،ةملية لحل مفيكلة التحسين حيث تكون القيود أو الدوال الموضوةية غير خطية.  

 .وغير الخطية 
تساةد البرمجة الخطية ةلى إيجاد أفضل حل لمفيكلة تاتخدام قيود خطية بينما تساةد البرمجة غير الخطية ةلى   ذلك،ةلاوة ةلى  

 .إيجاد أفضل حل لمفيكلة تاتخدام قيود غير خطية 
أو  أن البرمجة الخطية تساةد ةلى إيجاد أفضل حل من مجموةة من المعلمات  الرئيسي بين البرمجة الخطية وغير الخطية هو  الفرق 
المتطلبات ال  لها ةلاقة خطية بينما تساةد البرمجة غير الخطية ةلى إيجاد أفضل حل من مجموةة من المعلمات أو المتطلبات ال   

 ة. يتحتوي ةلى ةلاقة غير خط
 :مفهوم البرنامج غير الخطي  -2

أن    واحد، إلا  ات أاها مرفوع إلى الدرجة هي من النوع الخطي، بمعنى أن المتغير والثاني  امج ال  تم تناولها في الف ل الأول  جميع البر 
  .وتلتات تتطلب معالجات خاصة   تتمثل في معادلات غير خطية،  الاقت ادية يفيير إلى أن العديد من العلاقات    الاقت اديالواقع  
 .البرنامج بأنه برنامج غير خطي إذا تم صياغة ةلاقة أو أاثر من ةلاقة في صورة غير خطية  اةتبارويت  
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الدرجة الأولى. والعلاقات   أاا أةلى من الاقت ادية ات العلاقة وبمعنى آخر، فإنه في العلاقات غير الخطية تحمل جميع أو بعض متغير 
 :صيغ الدوال غير الخطية. ونذار منها عمستقيما وتتنو  غير الخطية لا تفيكل خطا

 : Quadratic Function الدالة التربيعية  -
 :   ةنها تل يغة التالية برويع 

𝑐+𝑏𝑋+2𝑎𝑋)=𝑋ƒ( 
  : Cubic function الدالة التكعيبية  -

 :ويعبر ةنها تل يغة التالية 
𝑑+𝑐𝑋+2𝑏𝑋+3𝑎𝑋)=𝑋ƒ( 

 : Logarithmic function الدالة اللوغاريتمية  -
 التالية: يممكن اتابتها تل يغة   

𝑥  𝑏)=log𝑋ƒ( 
  Exponential function :الدالة الأاية  -
 : كن اتابتها تل يغة التالية يم

𝑥𝑏)=𝑋ƒ( 
 امج.حل هذه البر  ج غير الخطية، انتطرق إلى مفهوم النهايات العظمى والدنيا وال  يقوم ةليهااموقبل التطرق إلى أااليب حل البر 

 :1النهايات العظمى والدنيا المحلية والكلية -3

 والتمثيل البياني لها اما يلي:  ƒ(X)لنفترض الدالة 
 

 
 

بمعنى أن الدالة   ،A ةند النقطة   Local maximumة(  أو نسبي)يوضح الفيكل أةلاه أن الدالة ت ل إلى نهاية ةظمى محلية  
ةظمى محلية أو نسبية لأن الدالة   وأطلق ةليها نهاية  .A نقطة مجاورة للنقطة تكون قيمتها ةند هذه النقطة أابر من قيمتها ةند أية 

 الدالة   را    يكون  المحلية   العظمى  النهاية   وةند.  الية  وتلتات فهي ليست نهاية مطلقة أو  أخرى،كن أن تأخذ قيمة أةلى ةند نقاط  يم
 

، ص  2021-2020ظ بوصوف ميلة، ريغي هفيام، محاضرات وتطبيقات في مادة رياضيات المساسة، معهد العلوم الاقت ادية والتجارية وةلوم التسيير، المراز الجامعي ةبد الحفي 1
114 . 
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 مستقرة  الدالة   تكون  النقطة   هذه  وةند.  النقطة  جانبي  ةلى  الدالة   تتنازل  حيث  A النقطة   ةند  يلاحظ   ما  وهو  الجانبين،  ةلى  متنازلا
Stationary ، ال فر يساوي ميله أن يعني ما أفقيا، النقطة  هذه ةند للدالة المماس ويكون متناق ة، ولا متزايدة لا أنها أي. 

 النقطة  هذه  ةند  قيمتها  تكون  الدالة   أن  بمعنى  ، B النقطة   ةند Local minimumنسبية(    )أو  محلية   دنيا  نهاية   إلى  الدالة   وت ل
 ةند   أدنى  قيمة   تأخذ  أن   يمكن  الدالة   لأن  نسبية   أو  محلية   دنيا  نهاية   ةليها وأطلق . B للنقطة   مجاورة  نقطة   أية   ةند  قيمتها  من  أصغر
 يمكن  ما  وهو  النهاية،   جانبي  ةلى  الدالة   تت اةد  المحلية   الدنيا  النهاية   وةند.  الية   أو  مطلقة   نهاية   ليست فهي  وتلتات  أخرى،  نقاط

  هذه  ةند للدالة  المماس ويكون متناق ة، ولا  متزايدة لا  أنها أي مستقرة،  الدالة  تكون النقطة هذه وةند . B النقطة ةند ملاحظته
 .ال فر يساوي ميله أن يعني ما أفقيا، النقطة 

     Stationary points   أو Critical points  الحرجة   تلنقاط  للدالة   دنيا  أو  ةظمى   نهاية   تحقق  ال   القي   ةلى  طلقيو 
  لا   نها أ إلا للدالة  دنيا نهاية  تحقق ال  القي  من أدنى قي  أو للدالة  ةظمى نهاية  تحقق ال  القي  من أةلى قي  هناك تكون أن ويممكن
 خط  الدالة   تقطع  حيث   إنعطاف نقاط  الحرجة   النقاط  تمثل  أن  كنويم.  ال فر  يساوي  لا  القي   تلك   ةند  الميل  لأن  حرجة   نقاط  تعد

 .العكس أو Concave مقعرة إلى Convex محدبة  من وتتحول المماس
 :التالية  الأشكال إلى ننظر الكلية  أو المحلية  )الدنيا( العظمى النهايات لمعنى أابر  ولفه 

 أشكال تو ضح بعض المفاهيم حول النقاط الحرجة والنهايات

 
 واحدة حرجة  نقطة  وجود يوض ح الأيسر الفيكل ∗𝑋 للدالة  الية  ةظمى نهاية  وهي) 𝑋(ƒ  ؛ 
 وهي حرجة  نقاط ثلاثة  ةلى يحتوي الأواط الفيكل`` . 𝑋`,𝑋,∗𝑋  الحرجة النقطة ∗𝑋 الية، النقطة   ةظمى نهاية  هي 

 محلية؛  ةظمى نهاية   هي ``𝑋 الحرجة  والنقطة  محلية  دنيا نهاية  هي `𝑋 الحرجة 
 حرجتين نقطتين يتضمن الأيمن الفيكل 𝑋`,𝑋`` .  الحرجة  النقطة 𝑋` الحرجة  النقطة  أما إنعطاف، نقطة  هي 𝑋``فهي  

 .الية   دنيا نهاية 

 .جدا مهمة  فهي  والعظمى ال غرى النهايات أما الاقت اد، مجال في قليلة  أهمية  الإنعطاف ولنقاط
 العظمى  إلى النهايات  أحيانا  الإشارة  ويت .  محلية   )دنيا(   ةظمى  نهايات  تعتبر  فهي  الكلية   )الدنيا(   العظمى  النهايات  يخ    وفيما

 .محلية  ))دنيا ةظمى نهايات فقط ليست أنها ةلى للتأايد )دنيا(الية   ةظمى انهايات  المحلية   )الدنيا(
 .المحلية  العظمى النهايات مجرد وليس الكلية  العظمى  تلنهايات الاهتمام دائما  يت  تقريبا الاقت ادية  النظرية  وفي

 التطرق  بدون محلية، نهايات هي وال  المثلى الحلول نقاط إيجاد بكيفية  فقط انهت  الخطية  غير البرامج حل وةند
 .الية   نهايات أيضاً  اونها  من التحقق طرق إلى
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 1: )تحديد النقاط الحرجة(  مثال
 معرفة اما يلي:   R  → 2R  : f، حيثfلتكن الدالة 

3xy- 3+y3f(x,y) = 4+ x 
 ةند هذه النقاط.  f(x,y)وقي   fحدد النقاط الحرجة ل 

 الحل: 
𝛿𝑓

𝛿𝑋
(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 − 3𝑦 = 0…… (1)             𝑦 = 𝑥2 … . . (3) 

 
𝛿𝑓

𝛿𝑦
(𝑥, 𝑦) = 3𝑦2 − 3𝑦 = 0……(2)  

 (. x=0(  و ) x =1( فينتج:  )2( في ) 3نعوض )
X=0  y=0 ; (0,0) 
X=1  y=1 ; (1,1) 

 
f(0,0) = 4  ,  f(1,1) = 3 

 
 2طرق حل البرنامج غير الخطية:  -4

 :التالية الحالات حسب الخطية  غير للبرامج الأمثل الحل إيجاد في الممستخدمة  الطرق تتعدد
 الخطي؛  غير البرنامج متغيرات ةدد -
 قيود؛   وجود ةدم أو وجود -
 .متباينة  شكل  في أاثر أو قيد وجود -

 :قيود بدون الخطية غير البرامج حل 4-1
 :واحدة  متغيرة  على تحتوي التي الخطية غير البرامج
 :التالية  الدالة  لنفترض 

y= f(x) 
 :شرطين توفر  ينبغي الدنيا أو العظمى نهايتها ةند الدالة  تكون حتى
  تساوي   هذه الأخيرة  مفيتقة   تكون  أن  هو  للدالة   دنيا   نهاية   أو  ةظمى  نهاية   ةلى  للح ول  الضروري  الفيرط  إن  الضروري:   الشرط -

 :أي ال فر،
𝜹𝒀

𝜹𝑿
= 𝟎 

 
 . 323- 322، ص ص 2022محمد بداوي، بحوث العمليات، دار الضحى للنفير والاشهار، الجلفة الجزائر، الطبعة الأولى،   1
 . 127-126ص ص  ،مرجع اابقريغي هفيام،   2
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  توفر   من  لابد  وتلتات  نقاط حرجة،  وجود  فقط   بل يوضح  الدنيا  أو  العظمى  نهايتها  ةند  الدالة   اانت  إذا  ما يوضح  لا  الفيرط  وهذا
 .الثاني الفيرط

.  الدنيا  أو  العظمى  نهايتها  ةند   القي   هذه  ةند   الدالة   اانت   إذا   ما  الحرجة  النقاط   صنف  بمعرفة   يسمح  الفيرط  وهذا:  الكافي  الشرط  -
 :يلي اما   الحرجة  النقاط ةند للدالة الثانية  المفيتقة  قيمة   تكون ةندما الفيرط هذا ويتحقق

 أي:  االبة، الثانية  المفيتقة قيمة : الأولى الحالة
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
< 𝟎 

 النهاية إلى وصل أن بعد التناق  نحو يتجه الدالة  منحنى أن تعني الثانية  للمفيتقة السالبة  والإشارة. عظمى قيمة وجود تعني وهي  
 العظمى؛

 ي: أ موجبة، الثانية  المفيتقة  قيمة  : الثانية الحالة
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
> 𝟎 

 الدنيا؛  النهاية  إلى وصل أن بعد التزايد نحو يتجه المنحنى أن تعني للمفيتقة الثانية  الموجبة  والإشارة. دنيا قيمة وجود تعني وهي
 أي:  معدومة، الثانية  المفيتقة  قيمة  : الثالثة الحالة

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
= 𝟎 

. لتمييزها أخرى معلومات إلى وتحتاج دنيا نهاية  أو ةظمى نهاية  تكون أن كنيم ، أوإنعطاف نقطة هي الحرجة  النقطة  أن تعني وهي
  هذه فإن وةمليا،. دنيا نهاية  أو ةظمى نهاية  هي الحرجة  النقاط اانت  إذا ما تحدد أن أةلى درجة  المفيتقات من تالإشار  ويمكن

 .مفيدة تكون ما الفيروط نادرا
 :يلي اما  الواحدة المتغيرة ذات للدوال الدنيا والنهايات العظمى النهايات شروط تلخي  كنويم
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 : 1مثال
   3xy            – 3+ y3 f(x,y) = 4+ xمعرفة اما يلي:   R → 2 R   :f، حيث  fلتكن الدالة 

 ةند هذه النقاط.   f(x,y)وقي    fحدد النقاط الحرجة لتي 
 حل المثال: 

 نهاية الدالة 
 الشروط 

 عظمى دنيا 

𝛿2𝑦 الضروري

𝛿𝑥2
= 0 

 

𝛿2𝑦

𝛿𝑥2
= 0 

𝛿2𝑦 الكافي 

𝛿𝑥2
> 0 

 

𝛿2𝑦

𝛿𝑥2
< 0 
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3xy – 3+ y3 f(x,y) = 4+ x 
𝛿𝑓

𝛿𝑥
(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 − 3𝑦 = 0…… . (1)  𝑦 = 𝑥2 … . (2) 

 
𝛿𝑓

𝛿𝑦
(𝑥, 𝑦) = 3𝑦2 − 3𝑥 = 0…… . (3)  

 v  (x=0 )(  x=1)  ( فينتج:3( في ) 2نعوض )
X=0   y= 0 ; (0,0) 
X=1   y= 1 ; (1,1) 
f(0,0) =4  , f(1,1) =3 

 : 2مثال
 ليكن لديك دالة الربح الكلي التالية:

  =   
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 − 𝟑. 𝟓 𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙 + 𝟑𝟓 

 الإنتاج؟ من الحج  هذا ةند الربح هذا قيمة  هي وما الي،  ربح أةظ  يحقق الذي X من الإنتاج حج  حدد: المطلوب
 :الحل
 :تل فر ونساويها الأولى المفيتقة   نجد الضروري: الفيرط -

𝜹

𝜹𝒙
= 𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟏𝟎 = 𝟎 

 :يلي اما  المميز بطريقة  تربيعية، معادلة  وهي السابقة، المعادلة  بحل نقوم
40 =9−4(1)(10) =49−27)−= (𝑎𝑐4−2𝑏=Δ 

 :التات للقانون وفقا إيجادهما يممكن متساويان غير حقيقيان جذران لها التربيعية  فالمعادلة  Δ>0 أن بما

𝒙 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
 

x=
−(−𝟕)±√(−𝟕)𝟐−𝟒(𝟏)(𝟏𝟎)

𝟐(𝟏)
 

=
(𝟕)±𝟑

𝟐
 

 2X=5 و 1X =2:هما حرجتين نقطتين هناك
 .وجدت إن السالبة  القي  ترفض اقت اديا : ملاحظة

 :الكافي الفيرط -
 :يلي اما  الثانية   المفيتقة  نجد

𝜹𝟐𝝅

𝜹𝒙𝟐
= 𝟐𝒙 − 𝟕 

 :يلي اما  الثانية  المفيتقة  معادلة  في الحرجة  القي  بتعويض نقوم
 :   x=2ةندما  -
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𝜹𝟐𝝅

𝜹𝒙𝟐
= 𝟐(𝟐) − 𝟕 = −𝟑 < 𝟎 

 
 :   x=5ةندما  -

𝛿2𝜋

𝛿𝑥2
= 2(5) − 7 = 3 > 0 

 الربح  قيمة .  النقطة الحرجة   هذه  ةند  ةظمى  نهاية   هناك   أن  يعني  وهذا  ال فر،  من   أقل X=2 ةند  الثانية   المفيتقة   قيمة   أن  يلاحظ
 :هي الق وى الكلي

 
Max  =  

𝟏

𝟑
(𝟐)𝟑 − 𝟑. 𝟓(𝟐)𝟐 + 𝟏𝟎(𝟐) + 𝟑𝟓 

= 𝟏𝟑𝟏

𝟑
 وحدة نقدية 

 التكلفة   حد  أدنى  إلى  يقلل  الذي  الإنتاج  حج   إيجاد  هو  المطلوب  واان  الكلية،  التكلفة   دالة   هي  السابقة   الدالة  أن  افترضنا  وإذا
 الكلية   التكلفة   وقيمة   موجبة،  الحرجة   النقطة   هذه  ةند   الثانية   المفيتقة   قيمة   لأن  الحل  هذا  تحقق x=5 فإن  الحالة   هذه  ففي  الكلية،
 :اتكون

Min c   =  
𝟏

𝟑
(𝟓)𝟑 − 𝟑. 𝟓(𝟓)𝟐 + 𝟏𝟎(𝟓) + 𝟑𝟓 =

𝟐𝟑𝟓 

𝟔
 )وحدة نقدية(   

 
 

 : 3 مثال
 :يلي اما  بمنتجها الخاصة  الكلية  والتكلفة  الكلي الإيراد دال  صياغة  إلى ال ناةية  المساسات إحدى توصلت معمقة  درااات بعد

𝑋+14802𝑋6−=  𝑇𝑅 

𝑇𝐶 = 40𝑋+1500 
 :حيث

:TR       الكلي الإيراد 
   :TC     الكلية التكلفة 

:X          المنتج 
 :المطلوب

 الكلي؟ الربح دالة  أوجد -
 الإنتاج؟ من المستوى هذا ةند الربح هذا قيمة  هي  وما الكلي، الربح يعظ  الذي الإنتاج مستوى حدد -

 :الحل
 :الكلي الربح  دالة  إيجاد -
 :إذا الكلية، التكلفة  ناق  الكلي الإيراد يساوي الكلي الربح أن بما

1500−𝑋+14402𝑋6−+1500)= 𝑋(40 −) 𝑋+14802𝑋6−=(𝑇𝐶−𝑇𝑅=π 
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 :الإنتاج من المستوى هذا ةند الربح  هذا وقيمة  الكلي الربح قيمة  يعظ  الذي الإنتاج مستوى تحديد -
 :لدينا

1500−𝑋+14402𝑋6−= π 
 :تل فر ونساويها الأولى المفيتقة  نجد : الضروري  الشرط -

𝜹

𝜹𝒙
= −𝟏𝟐𝒙 + 𝟏𝟒𝟒𝟎 = 𝟎 

𝒙 =
𝟏𝟒𝟒𝟎

𝟏𝟐
= 𝟏𝟐𝟎 

 :الكافي الشرط -
 :يلي اما  الثانية   المفيتقة  نجد

𝜹𝟐𝝅

𝜹𝒙𝟐
= −𝟏𝟐 < 𝟎 

  هذا   قيمة   وتبلغ  وحدة،  120  إنتاج  حج   ةند  الكلي  الربح  لدالة   ةظمى  نهاية   وجود  يعني  فهذا  االبة  الثانية   المفيتقة  قيمة   أن  بما
 :الإنتاج من الحج  هذا ةند الربح

 π 𝑀𝑎𝑥 =− 6(120)2 (120) 1440+− =𝟖𝟒𝟗𝟎𝟎1500  نقدية وحدة
 :متغيرتين ةلى تحتوي ال  الخطية  غير البرامج

 منتوج   إنتاج  ةملية   أن  نجد  المثال   ابيل  فعلى.  أاثر  أو  بمتغيرتين  يرتبط  منها  الكثير بل  فقط  واحدة  بمتغيرة   الاقت ادية  الدوال  ترتبط  لا
 متغيرتين.  ةلى تحتوي ال  الخطية  غير البرامج الجزء هذا في وانعالج .المال ورأس العمل مثل الإنتاج ةناصر من العديد يتطلب ما

 :التالية  الدالة  لنفترض 
)2,x 1y = f(x 

 :شرطين توفر  ينبغي الدنيا أو العظمى نهايتها ةند الدالة  تكون حتى
 : أي ال فر، تساوي أن ينبغي للدالة  الأولى الجزئية  المفيتقات:   الضروري الشرط -

𝜹𝒀

𝜹𝑿𝟏
= 𝟎 

𝜹𝒀

𝜹𝑿𝟐
= 𝟎 

  توفر من لابد وتلتات حرجة، نقاط وجود فقط يوضح بل الدنيا أو العظمى نهايتها ةند الدالة اانت  إذا ما يوضح لا الفيرط وهذا
 .الثاني الفيرط

 : يلي اما  الحرجة  النقاط ةند الثانية  الجزئية  المفيتقات قي  تكون أن وهو: الكافي  الفيرط -
     

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏
𝟐

< 𝟎 
 و                                                                    الدالة ةند النهاية ةظمى 

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
𝟐

< 𝟎 
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𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏
𝟐

> 𝟎 

 و                                                                    الدالة ةند النهاية دنيا 

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
𝟐

> 𝟎 

 المفيتقة  مربع من أابر يكون أن ينبغي الثانية   الجزئية  والمفيتقة الأولى الجزئية  المفيتقة  جداء أن وهو الحالتين الا  في  ثالث شرط وهناك
 :أي المتقاطعة،  الثانية  الجزئية 

(
𝛿2𝑦

𝛿𝑥1
2) (

𝛿2𝑦

𝛿𝑥2
2) >   (

𝛿2𝑦

𝛿𝑥1𝛿𝑥2
)2 

 أي بمعنى آخر:

(
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏
𝟐
) (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
𝟐
) −  (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏𝜹𝒙𝟐
)𝟐  𝟎 

 
 :التاليتين الحالتين أمام يضعنا الفيرط هذا توفر ةدم لأن
 :للمتغيرتين الحرجة  القي  ةند التات الفيرط يتوافر ةندما Saddle point ارج نقطة  ةند الدالة -

(
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏
𝟐
) (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
𝟐
) <   (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏𝜹𝒙𝟐
)𝟐 

𝜹𝟐𝒚واانت 

𝜹𝒙𝟏
𝜹𝟐𝒚و   𝟐

𝜹𝒙𝟐
 لهما إشارتان مختلفتان.  𝟐

 :للمتغيرتين الحرجة  القي  ةند التات الفيرط يتوافر ةندما Inflection point إنعطاف نقطة  ةند الدالة  -
 

(
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏
𝟐
) (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
𝟐
) >   (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏𝜹𝒙𝟐
)𝟐 

𝜹𝟐𝒚واانت 

𝜹𝒙𝟏
𝜹𝟐𝒚و   𝟐

𝜹𝒙𝟐
 لهما نفس الإشارة.  𝟐

(
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏
𝟐
) (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
𝟐
) =   (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏𝜹𝒙𝟐
)𝟐 

 inconclusive قطعي غير الفح  فإن
 :يلي اما  المتغيرتين ذات للدالة  الحرجة  النقاط وت نيف إيجاد طريقة  تلخي  كنويم
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 انعطاف نقطة  نقطة سرج  نهاية عظمى  نهاية دنيا  الشرط
𝛿𝑌 الضروري

𝛿𝑋1
= 0 

𝛿𝑌

𝛿𝑋2
= 0 

𝛿𝑌

𝛿𝑋1
= 0 

𝛿𝑌

𝛿𝑋2
= 0 

𝛿𝑌

𝛿𝑋1
= 0 

𝛿𝑌

𝛿𝑋2
= 0 

𝛿𝑌

𝛿𝑋1
= 0 

𝛿𝑌

𝛿𝑋2
= 0 

) الكافي 
𝛿2𝑦

𝛿𝑥1
2)0, (

𝛿2𝑦

𝛿𝑥2
2) 0 (

𝛿2𝑦

𝛿𝑥1
2) 0,  

(
𝛿2𝑦

𝛿𝑥2
2)0 

(
𝛿2𝑦

𝛿𝑥1
2) 0, (

𝛿2𝑦

𝛿𝑥2
2) 0 

 أو
(
𝛿2𝑦

𝛿𝑥1
2) 0, (

𝛿2𝑦

𝛿𝑥2
2) 0 

 

(
𝛿2𝑦

𝛿𝑥1
2) 0, (

𝛿2𝑦

𝛿𝑥2
2) 0 

 أو
(
𝛿2𝑦

𝛿𝑥1
2) 0, (

𝛿2𝑦

𝛿𝑥2
2) 0 

) الثالث
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏
𝟐
) (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
𝟐
) >   (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏𝜹𝒙𝟐
)𝟐 

 
(
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏
𝟐
) (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
𝟐
)

>   (
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏𝜹𝒙𝟐
)𝟐 

 

(
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏
𝟐
) (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
𝟐
) 

  (
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏𝜹𝒙𝟐
)𝟐 

 

(
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏
𝟐
) (

𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟐
𝟐
) 

  (
𝜹𝟐𝒚

𝜹𝒙𝟏𝜹𝒙𝟐
)𝟐 

 
 

 : 3 مثال
 :التالية  الكلية  التكلفة  دالة  لديك ليكن

+1002𝑋12−1𝑋20−22𝑋+22
1𝑋=5𝐶 

 : المطلوب
 الإنتاج؟ من الحج  هذا ةند التكلفة  هذه قيمة  هي وما ممكنة، الية   تكلفة  أدنى يحقق ال  الإنتاج حج  أوجد 
 

 :الحل
 :الحرجة  القي   إيجاد: الأول الفيرط-
 

2=20/10=  1𝑋⇒20=0−1𝑋= 101𝛿𝑋/𝛿𝐶 
3=12/4=    2𝑋⇒12=0−2𝑋=   42𝛿𝑋/𝛿𝐶 

 :الثانية  الجزئية   المفيتقات إيجاد: الثاني الفيرط -
10>0=  2

1𝛿𝑋/𝐶2𝛿 
 

4>0=  2
2𝛿𝑋/𝐶2𝛿 

 الفح    بإجراء  نقوم  2,1𝑋     =32𝑋=الحرجة   النقاط  ةند  دنيا  نهاية   لها  التكلفة   دالة   فإن  موجبتين  الجزئيتين  المفيتقتين  أن  وبما
 .انعطاف نقطة  وجود ةدم من للتأاد الثالث

(
𝛿2𝑦

𝛿𝑥1
2) (

𝛿2𝑦

𝛿𝑥2
2) >   (

𝛿2𝑦

𝛿𝑥1𝛿𝑥2
)2 

(10)(4)> (0)2  
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40> 0 
 التالية:  الإنتاج مستويات ةند الية   تكلفة  أدنى تتحقق اإذ .انعطاف نقطة  وجود ةدم تعني والنتيجة 

=32𝑋=2,        1𝑋 
 :هي تكلفة  أدنى وقيمة 

𝑀𝑖𝑛 (𝑍)=5(2)2+2(3)2−20(2)−12(3)+100=𝟔𝟐  
 Min (z) = 62 وحدة نقدية 

 : Constrained optimization  المقيدة  الخطية غير البرامج حل 4-2
 أية   تأخذ أن الدوال هذه  لمتغيرات يمكن الحالة  هذه وفي بقيود، ترتبط لا لأنها حرة  دوالا اابقا تناولها تم  ال  الخطية  غير الدوال تعتبر
  العديد   الاةتبار  بعين  تأخذ  أن  ةليها  أرتحها  تعظي   أو  تكاليفها  تخفيض  في  ترغب  ال   فالمنفيآت  واقعية،  غير  الحالة   هذه  أن  إلا  قيمة،
 .الهدف دوال ةلىا قيود تمثل ةناصر وهي الخ،... الأولية، المواد مثل الموارد ودية  محد منتجاتها، ةلى الطلب حج  مثل العناصر من

 :التات الفيكل المقيد الخطي غير البرنامج ويأخذ
)n, …….x1Max z ( Min z) = f(x 

1) =bn,…..x1(x1g 
.. 
.. 

m) =bn,…..x1(xmg 

1k≤) n,…..x1(x1h 
.. 

sk≤) n,…..x1(xsh 
 

  حالة   في  تاار- اوهن-اروش  وطريقة   لاغرانج  مضاةف  طريقة   التعويض،  طريقة   تاتخدام  المقيدة  الخطية   غير  البرامج  حل  ويت 
 .متباينات وجود

 (لاغرانج مضاةف طريقة و   التعويض طريقة )نكتفي بدرااة الطريقتين: 
 :التعويض  طريقة-أ

 :التالية  الخطوات تتباع التعويض طريقة  تطبيق يت : واحد قيد يتضمن متغيرتين ذو خطي غير برنامج لنتفرض 
 الأخرى؛ للمتغيرة تلنسبة  متغيرة ةن للتعبير القيد دالة  إاتخدام -
 الهدف؛  دالة  في السابق التعبير إحلال -
 )مقيد غير خطي برنامج لدينا )ي بح واحدة متغيرة ةلى تحتوي ال  الهدف لدالة  الحرجة  النقاط إيجاد -

 : 4مثال
 :ما لمساسة  التالية  الإنتاج دالة  لنفترض 

2𝑋+82
2𝑋−1𝑋=𝑄 

   .إنتاج ةاملي 2X و 1X من ال  تمثل حيث
 : هما )وحدة نقدية(  وأاعارهما

S/C 
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=22𝑃𝑋             =11𝑃𝑋 
  النوع  هذا  لتخزين  ملائ   مخزن  تملك   لا المساسة   أن  العل    مع  ، Q المنتوج  من   وحدة  20 لفيراء  الزتئن  أحد   من  طلبية   المساسة   تلقت
 .المنتوج من

 الية؟  تكلفة  أقل المساسة  تتحمل بحيث الزبون طلبية   لتلبية  الإنتاج ةاملي من اللازمة  الكميات أوجد: المطلوب
 :الحل
 القيد   فإن  ،وتلتات  الزبون  يطلبه   ما   تلضبط  تنتج  أن  ةليها  أن  يعني  فهذا  ،  Q المنتوج  لتخزين  ملائ    مخزن  تملك  لا  المساسة  أن  بما

 :يلي اما  الخطي غير البرنامج يمكتب إذا. معادلة   شكل ةلى يكتب
2                         𝑋+21𝑋=𝐶 𝑀𝑖𝑛 

 =20         2𝑋+82
2𝑋−1𝑋   S/C 

                    2X  بدلالة  1X  اتابة   هو  الأاهل  التعبير  فإن  القيد  من   يظهر  واما  أخرى،  متغيرة  بدلالة   متغيرة  ةن   تلتعبير  القيد  اتابة   نعيد
 :يلي اما

2𝑋8−22𝑋=20+1𝑋 
 :يلي اما  الهدف دالة  في السابق التعبير إحلال يت 

2𝑋6−22𝑋=   20+𝑍 𝑀𝑖𝑛⇒     2     𝑋+22𝑋8 − 2
2𝑋=  20+𝐶 𝑀𝑖𝑛 

 :يلي اما  الحرجة  النقاط ةن بحث
𝛥𝑐

δX2
= 2𝑥2 − 6 = 0  𝑥2 = 3 

 :يلي اما  1X قيمة  ةلى نتح ل القيد دالة في   2X قيمة  وبتعويض
8(3) = 5 − 2= 20+(3)1𝑋 

 :الثانية المفيتقة 

(
𝛿2𝑐

𝛿𝑥2
2) = 2  0 

 :هي الية   تكلفة  أدنى وقيمة  2𝑋=5,   1𝑋. 3=ةند دنيا نهاية  إلى ت ل الدالة  فإن موجبة، الثانية  المفيتقة  إشارة أن وبما
 

  Min c = 5 + 2(3) = 11 نقدية  ةوحد
 

 : Method of lagrange multiplier لاغرانج مضاعف طريقة -ب
.  المثال أةلاه   في  ملاحظته  يت   لم  ما  وهو  مرحلة،  أخرى( أصعب  بمتغيرة  متغيرة   ةن  التعبير)التعويض    طريقة   من  الأولى  المرحلة   تعتبر
  ةملية ات عب وأيضا أخرى، بمتغيرة متغيرة ةن التعبير اي عب الواحد  من أةلى درجات من القيد متغيرات جميع اون  حالة  ففي

 ةندما التعويض طريقة   تطبيق في ال عوبة  تظهر اذلك.  خطية  غير بدورها الأخيرة هذه اانت  إذا وخاصة  الهدف، دالة  في التعويض
 طريقة   إاتخدام  يت   ال عوتت  هذه  مثل  ولمعالجة .  المتغيرات  من  العديد  من   يتكون  أو   قيد،  من   أاثر  الخطي  غير  البرنامج  يتضمن

 .لاغرانج مضاةف
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،  y0g(x,0(  تخضع للقيد  f( نقطة حدية للدالة   y0x,0وهو ةدد حقيقي، ونجزم بأنه إذا اانت )(:  يرمز له بتي )  لاغرانج  مضاةف
 ( حلا لجملة المعادلات التالية: y0x,0يكون مضمون الوجود، وبه ت بح ) فإن 

𝛿𝑓

𝛿𝑥
(𝑥, 𝑦, ) = 0 

𝛿𝑓

𝛿𝑦
(𝑥, 𝑦, ) = 0 

𝛿𝑓

𝛿
(𝑥, 𝑦, ) = 0 

 الأولى، وةادة ما توضع تحت الفيكل التات: تسمى هذه المعادلات تلفيروط من الرتبة 
𝛿𝑓

𝛿𝑥
(𝑥, 𝑦) = 

𝛿𝑓

𝛿𝑥
(𝑥, 𝑦) 

𝛿𝑓

𝛿𝑦
(𝑥, 𝑦) = 

𝛿𝑓

𝛿𝑦
(𝑥, 𝑦) 

𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 
 

  حل للجملة، إذا اان:  0,0,y0(x(نرمز لتي 
0) 0,y0g(x   فإن ،)0,y0(x  نقطة حرجة للدالةf  تحت القيدg.هذه النقاط تفي أو تحقق القيد ، 
 

 : 5مثال
 لهذه المساسة تعطى اما يلي: 1( * )لدينا دالة الإنتاج لمساسة تعمل في ظل ثبات الغلة، دالة اوب دوغلاس 

 2/3.L1/3R(K,L) = 200.K 
 ومعالم الميزانية هي امايلي:

= 170K,        P = 20 L,       P B=20000   نريد تعظي  الدالة وR(K,L) :في ظل القيد 
20000= 20L+170K 

 الحل: 
 دالة لاغرانج ال  وجب تعظيمها هي اما يلي: 

 
170K)-20L-(20000+  2/3.L1/3) = 200.KL(K,L, 

 شعاع. 0مساوي إلى  Lالخطوة الموالية تعيين الدرج 
𝛿𝑓

𝛿𝐿
(𝐿, 𝐾, ) = 0 

𝛿𝑓

𝛿𝐾
(𝐿, 𝐾, ) = 0 

 
أن يستخدم    كن، و يم  لاقته بعوامل الإنتاجوة  الإنتاجي  وكالسلسر  رياضي اقت ادي يف  بعالقول انه تا يعنستط  ،نتاجالإ الأشكال دو  منشكل    هي:   لاسدوغ  -  دالة الإنتاج اوب   *
 .اكلالاقت اد  ةلى مستوى ات الإنتاج  درااة ةملي ةلى مستوى المساسة وفيالإنتاج درااة ةملية  في
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𝛿𝑓

𝛿
(𝐿, 𝐾, ) = 0 

 هذا يكافئ:
400

3
∗ 𝐾

1
3 ∗ 𝐿

1
3 − 20𝐿 = 0 

200

3
∗ 𝐾

2
3 ∗ 𝐿

2
3 − 170𝐾 = 0 

20000 – 20L – 170K =0 
 

 بعد حل الجملة نجد: 
𝐾 =

2000

51
 39  , 𝐿 =

2000

3
 667,  = 2.593 

 ااةة ةمل يعطي أق ى إيراد بتيتي : 667وحدة نقدية و  39هذا يعني إذا وظفت 
51777=  2/3.(667)1/3 R(667,39) = 200. (39) 

 إذن لتعظي  دالة المنفعة يجب تعظي  دالة لاغرانج ولتحقيق ذلك يجب توفر شرطين هما: -
 ةلى الترتيب.  (x,y,)تلنسبة لتيتي:  شعاع 0مساوي إلى  Lتعيين التدريج  : الضروري( ) الشرط الازم 

 .ال فر تساوي أن ينبغي للدالة  الأولى الجزئية  أي المفيتقات

 
𝜹𝑳

𝜹𝒙
= 𝟎 

𝜹𝑳

𝜹𝒚
= 𝟎 

𝜹𝑳

𝜹
= 𝟎 

 
  محدد   إاتخدام  يتطلب  اتير المتغ  تعدد  حالة   في  الفيرط  هذا  تطبيق  إن  المحدد الهيسي موجب.  الشرط الكافي:  

 القي   ةند   الدالة   اانت  إذا  ما  لمعرفة   bordered  Hessian determinant   The   المسطر  هيسي
 البرنامج  لقيود  الأولى  تلمفيتقات  مسطر  لكونه  تلمسطر  هيسين  محدد  ويدةى.الدنيا  أو  العظمى نهايتها  ةند  الحرجة 

 . الخطي غير
 :يلي اما  يكتب المسطر الهيسي فالمحدد قيد، m و متغيرة n من يتكون الخطي غير البرنامج أن إفترضنا إذا
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  )تلإضافة   يلي  اما  المسطر  هيسين  محدد  تاتخدام  الكافي  الفيرط  يتحقق  ،  𝑛>𝑚 أي  القيود،  ةدد  من  أابر  المتغيرات  ةدد  اان  إذا
 :)الضروري الفيرط إلى
 
 

 نهاية الدالة 
 الشرط

 عظمى دنيا 

𝛿𝐿 الضروري

𝛿𝑥1
= 0… . .

𝛿𝐿

𝛿𝑥𝑛
= 0, 

𝛿𝐿

𝛿1
= 0…

𝛿𝐿

𝛿𝒎
= 0 

𝜹𝑳

𝜹𝒙𝟏
= 𝟎… . .

𝛿𝐿

𝛿𝑥𝑛
= 0,

𝛿𝐿

𝛿1
= 0…

𝛿𝐿

𝛿𝒎
= 0 

القيود(   )ةدد  n-mنحسب آخر   الكافي  المتغيرات ناق  ةدد 
المحيددات يمح إشارة جميع هذه  وتكون  قطري،  رئيسي  دد 

 . m(1- )هي نفسها إشارة 

آخر   ةدد    n-mنحسب  المتغيرات ناق   ةدد   (
مح قطري،يالقيود(  رئيسي  إشارات    دد  وتتناوب 

تكون   حيث  وموجبة،  االبة  إشارة  بين  المحيددات 
إشارة المحيدد الأول من هذه المحيددات الأخيرة هي  

 . 1m(1-)+نفسها إشارة 
 
 

 : 6مثال
 :التالية   الدالة  في ممثلة  الآلات لهذه المفيتراة  الكلية  التكلفة   الآلات، من أنواع ثلاثة  المساسات إحدى تنتج

3𝑋30−2𝑋30−3𝑋2𝑋+2𝑋1𝑋2−23𝑋+2
2𝑋+22

1𝑋=4𝐶 
 .الآلات أنواع جميع  من وحدة 100 مجموةه ما لإنتاج المساسة  تخطط

 ممكنة؟  الية   تكلفة  أقل تتحمل بحيث المساسة  تنتجه أن كنيم الآلات من نوع ال  ةدد ا :  المطلوب
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 :الحل
 :يلي اما  الخطي غير البرنامج يمكتب

3𝑋30−2𝑋30−3𝑋2𝑋+2𝑋1𝑋2−23𝑋+2
2𝑋+22

1𝑋Min C=4 
= 100 3+ x 2+x 1s/c     x 

 :يلي اما  لاغرانج دالة  تفيكل
)3+ x 2+x 1x -( 100 +  3𝑋30−2𝑋30−3𝑋2𝑋+2𝑋1𝑋2−23𝑋+2

2𝑋+22
1𝑋= 4𝐿 

 :يلي اما  تل فر ونساويها L للدالة  الأولى الجزئية  المفيتقات بإيجاد نقوم: الضروري الفيرط
=0𝜆−2𝑋2−1𝑋8    =   1𝑋δL/δ 

=0𝜆−30−3𝑋+1𝑋2−2𝑋4     =    2𝑋δL/δ 
=0𝜆−30−2𝑋+3𝑋2   =     3𝑋δL/δ 

=03𝑋−2𝑋−1𝑋−100    =   δλL/δ 
 :التالية الحرجة  النقاط نجد  المعادلات بحل

=100𝜆=50,   3𝑋=30,   2𝑋=20,  1𝑋 
 :المسطر هيسين محدد نجد: الكافي الفيرط

 
 
 
 

 3= (n)   تاالمتغير  ةدد
 1 = (m)    القيود ةدد

𝑛−𝑚=2 
 الأخيرين  القطريين  الرئيسين  المحيددين  حساب  يجب 3𝑋,2𝑋,1𝑋 الحرجة   النقاط  ةند  الدالة   نهاية   صنف   من  للتحقق  أنه يعني  وهذا
 :يلي اما

 
= -16 < 0 

 
 

 
 

= -39 < 0 
 
 
 

-1 -1 -1 0  
 

|= ∗𝐻| 
0 -2 8 -1 
1 4 -2 -1 
2 1 0 -1 

-1 -1 0  
|= ∗

3𝐻| -2 8 -1 
4 -2 -1 

-1 -1 -1 0  
|=  ∗𝐻|=|∗

4𝐻| 0 -2 8 -1 
1 4 -2 -1 
2 1 0 -1 
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 : الحرجة  النقاط ةند الدنيا نهايتها إلى ت ل الهدف دالة  أن يعني وهذا ، )−(𝑚1 إشارة نفس هي المحيددين إشارة أن ويلاحظ
=503𝑋=30,         2𝑋=20,     1𝑋 

  وقيمة  الثالث،  النوع  من  آلة   50  و  الثاني  النوع  من  آلة   30  الأول،  النوع  من  آلة  20  بإنتاج  الية  تكلفة   أدنى  المساسة   تحقق  إذا
 :هي الإنتاج من المستوى هذا ةند الكلية  التكلفة 

 
  𝑀𝑖𝑛 𝑍=𝟑𝟖𝟎𝟎وحدة نقدية    
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 تمارين مقترحة: 
 

 :1التمرين
 

 ليكن لديك البرنامج غير الخطي التات:
𝑿𝟏

𝟐 + 𝑿𝟐
𝟐Min Z =  

 

  S/C   {
𝑿𝟏 + 𝟑𝑿𝟐 ≥ 𝟏𝟎

𝑿𝟏, 𝑿𝟐  ≥ 𝟎
 

 المطلوب: 
 أوجد الحل الأمثل للبرنامج غير الخطي؟

 
 :2التمرين

 ليكن لديك دالة التكلفة لمساسة صناةية اما يلي:  
122.5 X + 1528.5 – 2C = 3X 

 المطلوب: 
 أوجد حج  الإنتاج الذي يحقق أدنى تكلفة للمساسة، وما هي قيمة التكلفة الكلية ةند هذا الحج  من الإنتاج؟

 
 

 :3ن التمري
 ليكن لديك دالة الربح التالية: 

 
 = −𝑿𝟏

𝟐 − 𝑿𝟐
𝟐 + 𝟖𝑿𝟏 + 𝟏𝟎𝑿𝟐 − 𝟐𝟎 

 المطلوب: 
 أوجد حج  الإنتاج الذي يحقق أةظ  ربح للمساسة، وما هي قيمة الربح الكلي ةند هذا الحج  من الإنتاج؟ 
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