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Engagement

Je soussigné Meme. Yessaad Mokhtari Sabah, Maitre de conférence
classe-B-, au sein de l�école supérieure des sciences de gestion, atteste sur
l�honneur que le travail intitulé : Polycopie Algèbre ��Cours d�algèbre I
et II ��qui est destiné aux étudiants du première année préparatoire, est
le fruit de mes e¤orts, que ce document est personnel et cite en référence
toutes les sources utilisées.
Fait pour servir et valoir ce que de droit.
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Introduction

Ce polycopié est dédié aux étudiants de la première année des classes
préparatoires aux grandes écoles des sciences de gestion, il peut être aussi
utile à ceux de la première année LMD pour les domaines Mathématiques
et Informatique, Sciences et Techniques, Sciences de la Matière et Sciences
de la Nature et de la Vie. Avoir de solides bases dans ce domaine, qui est
devenu un outil indispensable pour l�innovation et les nouvelles technolo-
gies, était l�objectif principal �xé lors de la rédaction de ce polycopié. En
outre, les chapitres traités sont conformes au programme établi en algèbre
dans les classes préparatoires aux grandes écoles des sciences de gestion.
le cours contient les notions à assimiler. Il convient d�en apprendre les

dé�nitions et les énoncés des resultats principaux. les démenstrations don-
née doivent comprises ainsi que les exemples proposés tout au long du cours.
En e¤et, cet ouvrage comporte six chapitres,
le premier est une éléments logiques.
Dans le second chapitre, nous allons ensembles et applications.
Le troisième chapitre structure algèbrique dans le quatrième chapitre.
Nous allons ensuites traiter les nombres complexes dans le cinquième

chapitre les polynômes et fractions rationnelles, et on termine par les cacules
matriciels et calcul déterminant dans le dernier chapitre.

vi



Algèbre I

(Algèbre général)

Chapitre 1 : Elément de logique mathématique
Chapitre 2 : Ensembles et Applications
Chapitre 3 : Structure Algèbrique
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Chapitre 1

Elément de Logique
mathématique

1.1 Généralités

1.1.1 Ènoncé

D �nition 1.1.1 On appele énoncé mathématique toute phrase fabriquée
a l�aide des symboles,"ayant un sens".

Exemple 1.1.1 ��Le carrée d�un nombre réel est un nombre négatif ��

Pour tous x 2 R; x2 � 0

1.1.2 Proposition

D �nition 1.1.2 Une proposition (ou assertion ) est une phrase (énoncé
mathématique) pouvant être vrai (V) ou faux (F), pas les deux en même
temps.
Il est d�usage de noter une proposition en utilisant une lettre majuscule,

par exemple, P;Q;R,...etc.

Exemple 1.1.2 .
1) ��3 � 2�� est une proposition fausse.
2) « 25 est un multiple de 5 » est vraie et « 19 est un multiple de 3 »

est une proposition fausse.
3) «Pour tout x 2 R on a x2 � 0» est une proposition vraie.
4) « f est une fonction paire» n�est pas une proposition.

2



1.2. CONNECTEURS LOGIQUE

1.1.3 Table de vérité

D �nition 1.1.3 Une table de vérité (tableau de vérité) est un tableau
contient les valeurs d�une proposition P:

P
V
F

La valeur de vérité ' (vraie ou fausse ) = 2n ( où n le nombre des propo-
sitions ).

1.2 Connecteurs logique

les connecteurs logiques permettent à partir des proposition P;Q; :::de
crée de nouvelles propositionss dites propositions compos�ees on pent dé-
terminer la valeur de vérité à partir des valeurs de vérité des propositions
P;Q; ::::
Les cinq connecteurs logiques usuels sont « non» , « et» , « ou» , « =)»

et « () » .

1.2.1 Négation (non)

D �nition 1.2.1 La négation de P qui est notée non (P ) ; �P ou :P est
une proposition qui est vraie si P est fausse; et elle est fausse lorsque P
est vraie.

P non (P )
V F
F V

Exemple 1.2.1 .
� non (4 est un nombre positif) est (4 n�est pas un nombre positif).
� non (x = y) est (x 6= y) :
� non (x � 0) est (x < 0) :

1.2.2 Conjonction (et)

D �nition 1.2.2 La conjonction (PetQ) qui est notée (P ^Q) ; et qu�elle
est vraie si et seulement si P et Q sont vraies en même temps et fausse
dans tous les autres cas.

3



CHAPITRE 1. ELÉMENT DE LOGIQUE MATHÉMATIQUE

Table de vérité :
P Q P et Q
V V V
V F F
F V F
F F F

Exemple 1.2.2 .

�

0@(1 + 1 = 3)| {z }
F

et (2 + 2 = 4)| {z }
V

1A est proposition fausse.

�

0@(38 est multiple de 2)| {z }
V

et (19 est impair)| {z }
V

1A est proposition vraie.

1.2.3 Disjonction (ou)

D �nition 1.2.3 La disjonction de (PouQ) qui est notée (P _Q) ; et qu�elle
est vraie si au moins une proposition vraie.
Table de vérité :

P Q P ou Q
V V V
V F V
F V V
F F F

Exemple 1.2.3 .

�

0@(1 + 1 = 3)| {z }
F

ou (2 + 2 = 4)| {z }
V

1A est proposition vraie.

�

0@(5 est multiple de 2)| {z }
F

ou (5 < 0)| {z }
F

1A est proposition fausse.

1.2.4 Implication ())
D �nition 1.2.4 L�implication de P vers Q on dit aussi (P implique Q)
ou (si P alors Q)qui est notée (P ) Q) ; et qu�elle fausse si P est vraie
et Q est fausse, vraie dans tous les autres cas.

4



1.2. CONNECTEURS LOGIQUE

La table de vérité :
P Q P ) Q
V V V
V F F
F V V
F F V

Remarque 1.2.1 Dans l�implication P =) Q, P s�appelle l�hypothèse et
Q la conclusion.

Exemple 1.2.4 .
1) x2 = 4) x = 2 est fausse ( car x2 = 4) x = �2 ).
2) x 2]�1;�4[ ) x2 + 3x� 4 > 0 est vraie (étudier l�inégalité).
3) 2 = �2) (�2)2 = 4 est vraie.
4) 2 + 2 = 5)

p
2 = 2 est vraie (F ) F est toujours vraie).

1.2.5 Equivalence (,)
D �nition 1.2.5 L�équivalence de P et Q on dit aussi (P si et seulement
si Q) qui est notée (P , Q) est une proposition qui est vraie si Pet Q sont
vraies ou fausses simultanément L�équivalence de P:
Tableau de vérité :

P Q P , Q
V V V
V F F
F V F
F F V

Exemple 1.2.5 :
1) n pair , n2 pair
2) Pour x et y 2 R; x� y = 0, x = 0 ou y = 0

Th or mme 1.2.1 .
� (P ) Q), ((nonP ) ou Q)
� (P , Q), (P ) Q) et (Q) P )

Preuve. � (P ) Q), ((nonP ) ou Q)

P Q nonP P ) Q (nonP ) ou Q
V V F V V
V F F F F
F V V V V
F F V V V

., :
V
V
V
V

5



CHAPITRE 1. ELÉMENT DE LOGIQUE MATHÉMATIQUE

� (P , Q), (P ) Q) et (Q) P )

P Q P ) Q Q) P (P ) Q) et (Q) P )
V V V V V
V F F V F
F V V F F
F F F F V

(P , Q)
V
F
F
V

., :
V
V
V
V

Proposition 1.2.1 Soient P; Q et R trois propositions. Nous avons les
équivalences vraies suivantes :

1) non (nonP ), P
2) (PetQ), (QetP )
3) (PouQ), (QouP )
(donc "et"et "ou"sont commutatifs)

4)
non (PetQ), (nonP ) ou (nonQ)
non (PouQ), (nonP ) et (nonQ)

�
( lois de Morgan)

5) [P et (Q ou R)], [(P et Q) ou (P et R)]:
(La conjonction "et"est distributive par rapport à la disjonction "ou")
6) [P ou (Q et R)], [(P ou Q) et (P ou R)]:
(La disjonction "ou"est distributive par rapport à la conjonction "et")
7) [(P ) Q) et (Q) R)]) (P ) R) :
8) (P ) Q), [(nonQ)) (nonP )] (Contraposée).

Preuve. 1) non (nonP ), P

P nonP non (nonP ) non (nonP ), P
V F V V
F V F V

2) La conjonction "et" et la disjonction "ou" sont commutatives

P Q P et Q P et Q (PetQ) () (PetQ)
V V V V V
V F F F V
F V F F V
F F F F V

P Q P ou Q P ou Q (PouQ) () (PouQ)
V V V V V
V F V V V
F V V V V
F F F F V

6



1.2. CONNECTEURS LOGIQUE

3) [non (P et Q), (nonP ) ou (nonQ)] ; [non (P ou Q), (nonP ) et (nonQ)]

P Q nonP nonQ P et Q non (P et Q) (nonP ) ou (nonQ)
V V F F V F F
V F F V F V V
F V V F F V V
F F V V F V V

., :
V
V
V
V

P Q nonP nonQ P ou Q non (P et Q) (nonP ) ou (nonQ)
V V F F V F F
V F F V V F F
F V V F V F F
F F V V F V V

., :
V
V
V
V

4) [P et (Q ou R)], [(P et Q) ou (P et R)]

P Q R Q ou R P et (Q ou R)

(1)z }| {
P et Q

(2)z }| {
P et R (1) ou (2)

V V V V V V V V
V V F V V V F V
V F V V V F V V
V F F F F F F F
F V V V F F F F
F V F V F F F F
F F V V F F F F
F F F F F F F F

., :
V
V
V
V
V
V
V
V

5) [P ou (Q et R)], [(P ou Q) et (P ou R)]

P Q R Q et R P ou (Q et R)

(1)z }| {
P ou Q

(2)z }| {
P ou R (1) et (2)

V V V V V V V V
V V F F V V V V
V F V F V V V V
V F F F V V V V
F V V V V V V V
F V F F F V F F
F F V F F F V F
F F F F F F F F

(5)
V
V
V
V
V
V
V
V

7



CHAPITRE 1. ELÉMENT DE LOGIQUE MATHÉMATIQUE

6) [(P ) Q) et (Q) R)]) (P ) R)

P Q R P ) Q Q) R (P ) Q) et (Q) R) P ) R (6)
V V V V V V V V
V V F V F F F V
V F V F V F V V
V F F F V F F V
F V V V V V V V
F V F V F F V V
F F V V V V V V
F F F V V V V V

7) (P ) Q), [(nonQ)) (nonP )]

P Q P ) Q nonP nonQ
V V V F F
V F F F V
F V V V F
F F V V V

(nonQ)) (nonP )
V
F
V
V

., :
V
V
V
V

1.3 Quanti�cateurs

Soit P (x) une proposition qui depend d�un paramètre x dé�ni sur un
ensemble E (x 2 E) :

D �nition 1.3.1 .
� Le quanti�cateur universel "8x" signi�e :

"Pour tout x"ou"Quelque soit x"

� le quanti�cateur existentiel

"9x"signi�e : "Il existe au moins un x"

� Le symbole
9! signi�e : "Il existe un seul x"

8



1.3. QUANTIFICATEURS

D �nition 1.3.2 .
. La proposition « 8x 2 E : P (x) » qui est vraie lorsque P (x) est vraie

pour tous les éléments x de E.
. La proposition « 9x 2 E : P (x) » qui est vraie lorsque P (x) est vraie

pour au moins un élément x de E.
. La proposition «9! x 2 E : P (x) » il existe un unique élément x de E

tel que P (x) est vraie..

Exemple 1.3.1 .
1) P1 : (8x 2 R; x2 + 6x+ 9 = 0) est fausse.

(car en prendre par exemple x = 0):
2) P2 : (9x 2 R; x2 � 1 = 0) est vraie.

( car 9x = 1 2 R qui véri�e x2 � 1 = 0 ).
3) P3 : (9x 2 N; 4� 3x = 0) est fausse.

( car 9x = 4
3
qui véri�e 4� 3x = 0 mais 4

3
=2 N ).

1.3.1 Négation du Quanti�cateurs

Soit P (x) une proposition quanti�èe alors,
1) non (8x 2 E;P (x)) est : 9x 2 E; non (P (x)) :
2) non (9x 2 E;P (x)) est : 8x 2 E; non (P (x)) :

Exemple 1.3.2 .
1) non (8x 2 R; x2 + 6x+ 9 = 0) est (9x 2 R; x2 + 6x+ 9 6= 0)
2) non (9x 2 R; x2 � x) est (8x 2 R; x2 < x)
3) non (8x 2 E;P (x)) Q (x)) est (9x 2 E; P (x) et (nonQ (x)))

1.3.2 Ordre des quanti�cateurs

Si l�on utilise deux fois le même quanti�cateur, l�ordre n�a pas d�impor-
tance. On peut permuter les quanti�cateurs dans des écritures du type :

8x 2 E; 8y 2 E : P (x; y)
9y 2 E; 9x 2 E : P (x; y)

Mais si les quanti�cateurs sont di¤érents, leur ordre est important.
Dans l�écriture 8x 2 E 9y 2 E P (x; y) y dépend de x:
Dans l�écriture 9y 2 E 8x 2 E P (x; y) y est indépendant de x:

1. 8y 2 R; 9x 2 R : x+ y > 0 (il su¢ t prendre y = x+ 1)
2. 9y 2 R+; 8x 2 R+ : x

x+1
� y ( ici y = 0):

9



CHAPITRE 1. ELÉMENT DE LOGIQUE MATHÉMATIQUE

Exercice 1.3.1 .
Donner la négation de chacune des propositions suivantes :
P1 : 8x 2 R; 9x 2 R; 9r 2 R+; (x = n+ r et r < 1) :
P2 : 9" 2 R�+; 9A 2 R; 9x 2 R; (x > A ) jf (x)� 1j < ") :
P3 : 9a 2 N; 8B 2 N�; 9q 2 N; 9r 2 N; (a = bq + r et r < b) :

Solution. Négations de P1; P2; P3
P1 : 9x 2 R; 8x 2 R; 8r 2 R+; (x 6= n+ r ou r � 1) :
P2 : 8" 2 R�+; 8A 2 R; 8x 2 R; (x > A et jf (x)� 1j � ") :
P3 : 8a 2 N; 9B 2 N�; 8q 2 N; 8r 2 N; (a 6= bq + r ou r � b) :

Exercice 1.3.2 .
Déterminer parmi les propositions suivantes lesquelles sont vraies ou

fausses :
1- 8x 2 R�; 8y 2 R�; 8z 2 R�; z � xy = 0:
2- 8y 2 R�; 9x 2 R�; 8z 2 R�; z � xy = 0:
3- 8y 2 R�; 8z 2 R�; 9x 2 R�; z � xy = 0:

Solution. .
1- Fausse car sa négation : 9x 2 R�; 9y 2 R�; 9z 2 R�; z � xy 6= 0 est

vraie,
en e¤et 9x = 1; 9y = 2; 9z = 3; 3� 2 = 1 6= 0:
2- Fausse car sa négation : 9y 2 R�; 8x 2 R�; 9z 2 R�; z � xy 6= 0 est

vraie,
en e¤et 9y = 2; 8x 2 R�; 9z = 3x tel que z � xy = 3x� 2x = x 6= 0:

3- Vraie car 8y 2 R�; 8z 2 R�; 9x = z
y
2 R� tel que z�xy = z� z

y
y = 0:

1.4 Types de raisonnements

Soient P et Q deux propositions

1.4.1 Raisonnement direct

D �nition 1.4.1 Pour montrer que (P ) Q) est vraie, on suppose que P
est vraie et on montre alors Q est vraie.

Exemple 1.4.1 Soient a; b 2 R+; Montrer que si a � b alors a � a+b
2
� b

10



1.4. TYPES DE RAISONNEMENTS

En e¤et, si

a � b) a+ a � b+ a
) 2a � b+ a
) a � a+b

2

������
a � b) a+ b � b+ b

) a+ b � 2b
) a+b

2
� b

Alors, a � a+b
2
� b:

1.4.2 Raisonnement par contraposée

D �nition 1.4.2 Pour montrer que l�implication (P =) Q) est vraie il
su¢ t de montrer que l�implication (nonQ) nonP ) est vraie.

Par contraposée : (P ) Q), (non (Q)) non (P ))

Exemple 1.4.2 Montrer que :
Pour tout x; y 2 R; x 6= y ) (x+ 1) (y � 1) 6= (x� 1) (y + 1) :
En utilisant la contraposée

�
Q) P

�
:

8x; y 2 R; (x+ 1) (y + 1) = (x� 1) (y � 1)) x = y

(x+ 1) (y � 1) = (x� 1) (y + 1)) xy � x+ y � 1 = xy + x� y � 1
) �x+ y = x� y
) 2x = 2y

) x = y

Alors, 8x; y 2 R; x 6= y ) (x+ 1) (y � 1) 6= (x� 1) (y + 1) :

Exemple 1.4.3 Montrer que si n2 est pair alors n est pair.
En utilisant la contraposée

�
Q) P

�
: n est impair alors n2 est impair

on suppose que

n impair ) 9k 2 Z; n = 2k + 1
) n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1

) n2 = 2
�
2k2 + 2k

�
+ 1

) n2 = 2�k + 1 où �k = 2k2 + 2k 2 Z
) n2impair

Alors, si n2 est pair alors n est pair.

11
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1.4.3 Raisonnement par l�absurde

D �nition 1.4.3 Pour montrer que la proposition P est vraie, on montre
que la proposition non (P ) est fausse.
Pour cela, on suppose que non (P ) est vraie et on cherche une contra-

diction.

Exemple 1.4.4 Soient a; b � 0, Montrer que si a
b+1

= b
a+1

alors a = b:
En utilisant un raisonnement par l�absurde
On suppose : a

b+1
= b

a+1
et a 6= b

a

b+ 1
=

b

a+ 1
) a (a+ 1) = b (b+ 1)

) a2 + a = b2 + b

) a2 � b2 = b� a
) (a� b) (a+ b) = � (a� b)

comme a 6= b alors, a� b 6= 0, donc on peut divise par (a� b)
(a� b) (a+ b) = � (a� b)) a+ b = �1

contaradiction car a; b � 0 .
Alors : a

b+1
= b

a+1
alors a = b:

Exemple 1.4.5 Montrer par l�absurde que :
p
2 est irrationnel.

On suppose :
p
2 est rationnel

�p
2 2 Q

�
Q =

na
b
�a 2 Z et b 2 N�; a ^ b = 1 ( a ^ b = 1)

o
On a

p
2 =

a

b
) 2 =

a2

b2

) a2 = 2b2

) a2 est pair

) a est pair

) 9k 2 Z; a = 2k
) (2k)2 = 2b2

) b2 = 2k2

) b2 est pair

) b est pair.

contradiction car a ^ b = 1:
Alors :

p
2 est irrationnel.
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1.4.4 Raisonnement par contre exemple

Pour montrer qu�une proposition du type (8x 2 E;P (x)) est fausse, il
su¢ t de montrer que sa négation est vraie :
Il su¢ t donc de trouver un élément x de E qui véri�e (non (P (x))) est

fausse.

Exemple 1.4.6 .
Montrer que la proposition (8x 2 R; x2 � 5x+ 4 > 0) est fausse.
la proposition (8x 2 R; x2 � 5x+ 4 > 0) est fausse car,
La négation de (8x 2 R; x2 � 5x+ 4 > 0) est : (9x 2 R; x2 � 5x+ 4 � 0)
On prend par exemple : x = 2, on a :

x2 � 5x+ 4 = 22 � 5� 2 + 4
= �2 � 0

Alors (8x 2 R; x2 � 5x+ 4 > 0) est fausse.

1.4.5 Raisonnement par récurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu�une proposition P (n)
est vraie pour tous n 2 N:
Soit 8n � n0 2 N; P (n). La démonstration se fait en 3 étapes :
1) vér�ons que P (n0) est vraie.
2) On suppose que P (n) est vraie et on montrer que P (n+ 1) est vraie.
Ou bien,

P (n)) P (n+ 1)

3) Conclusion : comme P (n0) est vraie et (P (n)) P (n+ 1)) est vraie,
alors, pour tous n 2 N; P (n) est vraie.

Exemple 1.4.7 Montre par récurrence que

1.
nX
k=1

k � 2k�1 = 1 + 2n (n� 1) :

2. Soit x un réel positif, (1 + x) � 1 + nx:
3. Pour tout entier naturel n; 7n � 1 est divisible par 6.

Solution. .
1) Soit

P (n) :

nX
k=1

k � 2k�1 = 1 + 2n (n� 1)

13
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1) Pour n = 1; on a

n=1X
k=1

k � 2k�1 = 1� 21�1 = 1

1 + 2n (n� 1) = 1 + 21 (1� 1) = 1

9>=>; Donc, P (1) est vraie.

2) On suppose que P (n) est vraie et on montrer que P (n+ 1) est vraie.

P (n+ 1) :
n+1X
k=1

k � 2k�1 = 1 + 2n+1n ? ?

On a

n+1X
k=1

k � 2k�1 =
nX
k=1

k � 2k�1 + (n+ 1) 2n

= 1 + 2n (n� 1) + (n+ 1) 2n

= 1 + 2n (n� 1 + 1 + n)
= 1 + 2n2n

= 1 + 2n+1n:

Donc P (n+ 1) est vraie.
3) Comme (1) et (2) sont vraies alors :

nX
k=1

k � 2k�1 = 1 + 2n (n� 1) :

2) Soit
P (n) : (1 + x)n � 1 + nx

1) Pour n = 0; on a

(1 + x)n = (1 + x)0 = 1
1 + nx = 1 + 0x = 1

�
) 1 � 1 Donc, P (0) est vraie.

2) On suppose que P (n) est vraie et on montrer que P (n+ 1) est vraie.
P (n+ 1) : (1 + x)n+1 � 1 + (n+ 1) x ? ?
On a

(1 + x)n � 1 + nx) (1 + x)n (1 + x) � (1 + nx) (1 + x)
) (1 + x)n+1 � 1 + (1 + n)x+ nx2

) (1 + x)n+1 � 1 + (1 + n)x (car nx2 � 0):

14
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Donc, P (n+ 1) est vraie.
3) Comme (1) et (2) sont vraies alors :

(1 + x)n � 1 + nx
3) Soit

P (n) : 8n � 0; 7n � 1 est divisible par 6:
( c-à-d, 8n � 0;9k 2 N; 7n � 1 = 6k)

1) Pour n = 0; on a

9k = 0; 70 � 1 = 0 = 0� 6) Donc, P (0) est vraie.

2) On suppose que P (n) est vraie et on montrer que P (n+ 1) est vraie.
P (n+ 1) : 9�k 2 N; 7n+1 � 1 = 6�k ? ?
On a

7n+1 � 1 = 7n7� 1
= 7n (6 + 1)� 1
= 7n6 + 7n � 1
= 7n6 + 6k

= 6 (7n + k)

= 6�k (où �k = 7n + k)

Donc, P (n+ 1) est vraie.
3) Comme (1) et (2) sont vraies alors :

8n � 0; 7n � 1 est divisible par 6:

15



Chapitre 2

Ensembles et Applications

2.1 Ensembles et sous-ensemble

2.1.1 Généralités sur les ensembles

D �nition 2.1.1
� Un ensemble est une collection d�objet satis�sant un certain nombre
de propriétes et chacun de ces objets appellé �el�ement de cet ensemble.

� Dans le cas général, on note un ensemble par une des lettres : A;B;C;E; F::::
� Si x est un élément de E, on dit que x appartient à E et on note
x 2 E: Si x n�appartient pas à E, on note x =2 E:

� Un ensemble particulier est l�ensemble vide, notée ; ou aussi fg qui
est l�ensemble ne contient aucun élément.

Exemple 2.1.1
� N = f0; 1; 2; ::::::gensemble des nombres entiers naturels.
� Z = f::::� 1;�2; 0; 1; 2:::::gensemble des nombres entiers relatifs.
� Q =

n
p
q
: p 2 Z; q 2 N�

o
ensemble des nombres rationnels.

� R ensemble des nombres réels.
� C ensemble des nombres complexes.

D �nition 2.1.2 On appelle cardinal de E le nombre d�élément de E,
notée card(E).

Exemple 2.1.2

1. E = fx 2 Z; jx� 2j � 1g = f1; 2; 3g; card(E) = 3.
2. F = f4;F; a; bg ; card (F ) = 4

16
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2.1.2 Égalité de deux ensembles

D �nition 2.1.3 Soit E et F deux ensembles, on dit que E et F sont
�egaux s�ils ont les mêmes éléments, on écrit E = F:

Exemple 2.1.3 Soient A et B deux ensembles

1. A = fx 2 R= x2 � 3x+ 2 = 0g et B = f1; 2g :On a

x2 � 3x+ 2 = 0 =) x = 1ou x = 2

) x 2 f1; 2g

Alors A = B:

2. A = fx 2 R= jxj < 1g et B = ]�1; 1[ : On a

jxj < 1 =) � 1 < x < 1

) x 2 ]�1; 1[

Alors, A = B:

2.1.3 Inclusion

D �nition 2.1.4 Soient A et B deux ensembles, on dit que A est inclus
dans B; si chaque élément de A est un élément de B: On note A � B: On
dit aussi (A est une partie de B) ou (A est un sous-ensemble de B). En
d�autre termes :

A � B , [(8x 2 E) : x 2 A) x 2 B]

Remarque 2.1.1
� On dit que A n�est pas inclus dans B s�il existe au moins un élément

x de A tel que x =2 B et on écrit A  B:
� Pour tout ensemble A; on a toujours : ? � A et A � A:

Exemple 2.1.4

1. N � Z � Q � R � C:
2. On considère l�ensemble : E = f�4;�2; 0; 3; 5g : On a : f3g � E;
f�4; 0; 5g � E; f�2; 1g  E:

3. Soit A = [2; 3] ; B = [1; 4] ; 8x 2 [2; 3]) x 2 [1; 4] alors, A � B:

Proposition 2.1.1 Soit A;B et C trois parties d�un ensemble E:
� Si A � B et B � C; alors A � C:
� A = B , A � B et B � A:
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2.1.4 Complémentaire d�un ensemble

D �nition 2.1.5 Soit A une partie d�un ensemble E:
L�ensemble des éléments de E n�appartenant à l�ensemble A est appelé

le compl�ementaire de A dans E. On note CEA, Ac ou A.
On a alors :

CE (A) = fx 2 E� x =2 Ag et x 2 �A, x =2 A:

FIG.2.1. Notion de complémentaire

Exemple 2.1.5

1. Soit E = f1; 2; 3; a; bg ; A = f1; a; 3g ; alors, CE (A) = f2; bg
2. CR (f0g) = R�; CZ (N�) = Z�; CR ([0; 1]) = ]�1; 0[ [ ]1;+1[ :
3. Soit A = fx 2 N�0 � x � 9g ; alors, CN (A) = fx 2 N�x � 10g :

Proposition 2.1.2 Soit A et B deux partie d�un ensemble E. Alors :
� CE (CE (A)) = A et CE (E) = ; et CE (;) = E:
� A \ CEA = ? et A [ CEA = E
� A � B , CE (B) � CE (A)

2.1.5 Ensemble des paties d�un ensemble

D �nition 2.1.6 Soit E un ensemble, Les sous-ensembles de E forment
un ensemble appelé ensemble des parties de E et noté P (E) : Autrement
dit, A � E , A 2 P (E) :
Le nombre des parties est card (P (E)) = 2n tel que : n est le nombre

des éléments de E:

Exemple 2.1.6 Soit E = fa; b; cg
on a : card (P (E)) = 23 = 6 car le nombre des éléments de E est 3:

P (E) = f;; E; fag ; fbg ; fcg ; fa; bg ; fa; cg ; fb; cgg
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2.1.6 Opérations sur les ensembles

Soient A et B deux sous-ensembles d�un ensemble E:

Intersection

D �nition 2.1.7 L0intersection des ensembles A et B, notée A \ B est
l�ensemble des éléments de E qui sont dans A et dans B:En d�autres termes

x 2 A \B , (x 2 A et x 2 B)

On a alors,
A \B = fx 2 E = x 2 A et x 2 Bg :

Si A \B = ;, on dit que A et B sont disjoints.

FIG.2.2. Notion d�intersection

Exemple 2.1.7 Soient A = f0; 2; 4; 7; 10g, B = f2; 4; 7; 1g, C = [�3; 2] et
D = ]0; 5[ :

On a A \B = f2; 4; 7g ; C \D = ]0; 2] :

Union

D �nition 2.1.8 (Union) L0union ou r�eunion des ensembles A et B,
notée A [ B est l�ensemble des éléments de E qui sont dans A ou dans B
dé�nie par :

x 2 A [B , (x 2 A ou x 2 B)

Alors
A [B = fx 2 E = x 2 A ou x 2 Bg
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CHAPITRE 2. ENSEMBLES ET APPLICATIONS

FIG.2.3. Notion d�union

Exemple 2.1.8 Soient A = f1; 2; 3; 4g ; B = f2; 5; 6; 7g ; C = [�2; 3] ; D =
[0; 5[
On a A [B = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g ; C [D = [�2; 5[ :

Proposition 2.1.3 Soient A, B, C trois sous-ensembles de E: On a :

1. A \? = ? et A [? = ?
2. (A \B) � A et (A \B) � B
3. A � (A [B) et B � (A [B)
4. A \B = A, A � B
5. A [B = A, B � A

6.
A [B = B [ A
A [B = B [ A

�
commutatives

7.
(A [B) [ C = A [ (B [ C)
(A \B) \ C = A \ (B \ C)

�
associatives

8.
(A [B) \ C = (A \ C) [ (B \ C)
(A \B) [ C = (A [ C) \ (B [ C)

�
\ (réspectivent [) est distributive par rapport [ (réspectivent \)

9. CE (A \B) = CEA[ CEB
10. CE (A [B) = CEA \ CEB:

Di¤érence et Di¤érence symétrique

D �nition 2.1.9 (Di¤érence) La diff�erence des ensemble A et B, noté
AnB (ou A�B) est l�ensemble des éléments de A qui ne sont pas dans B:
En d�autres termes :

x 2 AnB , (x 2 A et x =2 B) :

Alors
AnB = fx 2 E�x 2 A et x =2 Bg
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Exemple 2.1.9
Soient A = f1; 2; 3; a; bg, B = f4; 0; 3; b; 1g ; C = [�2; 1] ;
D = ]0; 5[
Alors on a : AnB = f2; ag ; BnA = f4; 0g, CnD = [�2; 0] ;
DnC = ]1; 5[ :

Proposition 2.1.4 Soit A un ensemble alors :
� AnA = ;
� An; = A
� AnB = A \ CEB

D �nition 2.1.10 (Dé¢ rence symétrique) La di¤érence symétrique de
A et B est l�ensemble des élément qui sont dans un et un seul des deux en-
sembles A et B; notée A�B dé�ni par :

A�B = (A [B) n (A \B) :

Exemple 2.1.10 Soient A = f1; 2; 3; a; bg, B = f4; 0; 3; b; 1g, alors on a :

A�B = (A [B) n (A \B)
= f0; 1; 2; 3; 4; a; bg n f1; 3; bg

f0; 2; 4; ag

Proposition 2.1.5 Soient A et B deux sous-ensembles d�un ensemble E,
on a :

1. A�B = (AnB) [ (BnA)
2. (A4B)4 C = A4 (B 4 C) (associative)
3. A�B = B�A (commutative )
4. A�; = A (? élément neutre )
5. A�A = ;
6. A\ (B 4 C) = (A \B)4 (A \ C) (\ distributive par rapport à 4).

Preuve. 1: A�B = (AnB) [ (BnA)

A�B = (A [B) n (A \B)
= (A [B) \ CE (A \B)
= (A \ CE (A \B)) [ (B \ CE (A \B))
= [(A \ CEA) [ (A \ CEB)] [ [(B \ CEA) [ (B \ CEB)]
= [? [ (A \ CEB)] [ [(B \ CEA) [?]
= (A \ CEB) [ (B \ CEA)
= (AnB) [ (BnA)
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2: A�B = B�A

A�B = (A [B) n (A \B)
= (B [ A) n (B \ A) (car \ et [ sont commutatives)

= B4A

3: A�A = ;

A�A = (AnA) [ (AnA)
= ? [?
= ?

4: A�; = A

A�; = (An?) [ (?nA)
= A [?
= A

5: A�E = CEA

A�E = (AnE) [ (EnA)
= ? [ CEA
= CEA

6: A�CEA = E

A�CEA = (AnCEA) [ (CEAnA)
= A [ CEA
= E:

2.1.7 Produit cartésien

D �nition 2.1.11 Soit E et F deux ensembles.
Le produit cart�esien des ensembles E et F , notée E�F; est l�ensemble

des couples (x; y) tels que x 2 E et y 2 F: On a alors ::

E � F = f(x; y) : x 2 E et y 2 Fg
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Remarque 2.1.2
� Si E = F; le produit cartésien E � E est noté E2 et appelé le carré
cartésien de E:

� E � F = ?, (E = ? ou F = ?) :

Exemple 2.1.11 1) Soient E = f0; 1; 2g et F = fa; bg, alors :

E � F = f(0; a) ; (0; b) ; (1; a) ; (1; b) ; (2; a) ; (2; b)g ;
F 2 = f(a; a) ; (a; b) ; (b; b) ; (b; a)g

2) Soit E = [0; 1] ; F = R; alors,

E � F = f(x; y) : 0 � x � 1 et y 2 Rg

FIG.2.4. Notion de [0; 1]� R

Remarque 2.1.3
� Si E = F; le produit cartésien E � E est noté E2 et appelé le carré
cartésien de E:
� E � F = ?, (E = ? ou F = ?) :

Exercice 2.1.1 Soient A et B deux sous ensembles de R telque :

A = fx 2 R : jx� 1j � 2g

B =

�
x 2 R : x

2 � 4x+ 3
x2 + 2

� 0
�

Déterminer : A \B;A [B;Ac; Bc; A nB;B n A;A4B:
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Solution.

A = fx 2 R : jx� 1j � 2g
= fx 2 R : �2 � x� 1 � 2g

Alors, A = [�2; 2]

B =

�
x 2 R : x

2 � 4x+ 3
x2 + 2

�
=

�
x 2 R : x

2 � 4x+ 3
x2 + 2

� 0
�

=

�
x 2 R : (x� 1) (x� 3)

x2 + 2
� 0
�

Alors, B = ]�1; 1] [ [3;+1[
On a

A \B = [�2; 1]
A [B = ]�1; 2] [ [3;+1[

Ac = ]�1;�2[ [ ]2;+1[
Bc = ]1; 3[

A nB = ]1; 2]

B n A = ]�1;�2[ [ [3;+1[

A4B = (A nB) [ (B n A)
= ]�1;�2[ [ ]1; 2] [ [3;+1[

2.2 Relations binaires

2.2.1 Généralités

D �nition 2.2.1 Soient E et F deux ensembles non vide, une relation
binaire R sur E � F est donné d�un sous ensemble � de E � F; on note

8x 2 E; 8y 2 F : xRy , (x; y) 2 �:

Si E = F on dit que R est une relation binaire sur E (ou bien de E � E:
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Exemple 2.2.1
Soit E = f1; ; 2; 3g = F , alors : :

E � F = f(1; 1) ; (1; 2) ; (1; 3) ; (2; 1) ; (2; 2) ; (2; 3) ; (3; 1) ; (3; 2) ; (3; 3)g

Soit :
1) � = f(1; 1) ; (2; 2) ; (3; 3)g alors :

8x; y 2 E; (x; y) 2 �, x = y

2) � = f(1; 1) ; (1; 2) ; (1; 3) ; (2; 2)g alors :

8x; y 2 E; (x; y) 2 �, x � y

3) � = f(1; 2) ; (1; 3) ; (2; 3)g alors :

8x; y 2 E; (x; y) 2 �, x < y

D �nition 2.2.2 (Propriétés des relations binaires)
Une relation binaire R dans un ensemble E est :
1) r�eflixive si :

8x 2 E; xRx
2) sym�etrique si :

8x; y 2 E; xRy ) yRx

3) antisym�etrique si :

8x; y 2 E; xRy et yRx) x = y

4) transitive si :

8x; y 2 E; xRy et yRz ) xRz

Exemple 2.2.2 1) Soit la relation R dé�nie sur R par

8x; y 2 R; xRy , x � y

1) R est ré�exive : 8x 2 R; x � x:
2) R n�est pas symétrique : car pour x = 1 et y = 2 ,
on a 1 � 2 mais 2 � 1:

3) R est antisymétrique : 8x; y 2 R; x � y et y � x) x = y:
4) R est transitive : 8x; y; z 2 R; x � y et y � z ) x � z:
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2) Soit la relation R dé�nie sur P (R) par :

8A;B 2 P (R) ; ARB , A � B

1) R est ré�exive : 8A 2 P (R) ; A � A:
2) R n�est pas symétrique :
car (en prendre par exemple A = f1g et B = f1; 2g , on a A � B

mais B * A):
3) R est antisymétrique : 8A; B 2 P (R) ; A � B et B � A) A = B:
4) R est transitive : 8A; B; C 2 P (R) ; A � B et B � C ) A � C:

2.2.2 Relations d�équivalence

D �nition 2.2.3 Soit R une relation binaire sur E, on dit que R est une
relation d0�equivalence si elle est : ré�exive, symétrique et transitive.

Exemple 2.2.3 La relation R dé�nie sur R par :

8x; y 2 R; xRy , x = y:

est une relation d�équivalence.

Exemple 2.2.4 La relation R dé�nie sur Z par :

8x; y 2 Z; xRy , 9k 2 Z�x� y = 3k:

est une ralation d�équivalence car :
1) R est ré�exive : 8x 2 Z; xRx:

x� x = 0 = 3k (9k = 0�0 = 3� 0), xRx:
alors R est ré�exive.
2) R est symétrique : 8x; y 2 Z; xRy ) yRx:

xRy , 9k 2 Z�x� y = 3k
) � (y � x) = 3k
) y � x = �3k; on pose �k = �k
) y � x = 3�k
) yRx:

alors R est symétrique.
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4) R est transitive : 8x; y; z 2 Z; xRy et yRz ) xRz:8<:
xRy
et
yRz

,

8<:
9k 2 Z�x� y = 3k

et

9�k 2 Z�y � z = 3�k

) x� z = 3k + 3�k = 3
�
k + �k

�
on pose ½k=k + �k

) x� z = 3½k
) xRz:

alors, R est transitive.

Classe d�équivalence

D �nition 2.2.4 Soit R une relation d�équivalence sur un ensemble E et
soit a un élément de E. On appelle classe d�équivalence de a; et on note
cl (a) ou

�
a est l�ensemble dé�nie par les elements E :

cl (a) = fx 2 E n xRag

FIG.2.5. Notion la classe d�équivalence

D �nition 2.2.5
1) Les classes d�équivalences pour R forment une partition de E:
2) L�ensemble des classes d�équivalence est appelé l�ensemble quotient

de E par R et noté E�R:
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Exemple 2.2.5 Soit la relation d�équivalence de l�exemple précédent dé�-
nie sur Z par :

8x; y 2 Z; xRy , 9k 2 Z�x� y = 3k:

Les classe d�équivalence de 0 est :

cl (0) = fx 2 R � xR0g
= fx 2 R � 9k 2 Z�x� 0 = 3kg
= fx 2 R � 9k 2 Z�x = 3kg

cl (0) = f:::::� 6;�3; 0; 3; 6; :::::g

Exercice 2.2.1 On dé�nit sur R la relation R par :

xRy , cos2 (x) + sin2 (y) = 1

a) Montrons que R est une relation d�équivalence.

Solution. 1) R ré�exive : On a

8x 2 R : cos2 (x) + sin2 (x) = 1:

Alors, R est ré�exive.
2) R symétrique : On a 8x; y 2 R;

xRy ) cos2 (x) + sin2 (y) = 1

) cos2 (x) = 1� sin2 (y)
) 1� sin2 (x) = cos2 (y)
) cos2 (y) + sin2 (x) = 1

) yRx

Alors, R est symétrique.
3) R transitive : On a 8x; y; z 2 R;�

xRy
yRz )

�
cos2 (x) + sin2 (y) = 1
cos2 (y) + sin2 (z) = 1

) cos2 (x) + sin2 (y) + cos2 (y) + sin2 (z) = 2

) cos2 (x) + 1 + sin2 (z) = 2

) cos2 (x) + sin2 (z) = 1

) xRz
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Alors, R est transitive.
D�aprés 1); 2) et 3) : R est une relation d�équivalence.

b) Classe d�équivalence de 0 et
�

2
:On a

cl (0) = fy 2 R : 0Ryg
=

�
y 2 R : cos2 (0) + sin2 (y) = 1

	
=

�
y 2 R : 1 + sin2 (y) = 1

	
=

�
y 2 R : sin2 (y) = 0

	
= fy 2 R : sin (y) = 0g
= fk� n k 2 Zg :

Pour cl
��
2

�
, on a

cl
��
2

�
=

n
y 2 R : �

2
Ry
o

=
n
y 2 R : cos2

��
2

�
+ sin2 (y) = 1

o
=

�
y 2 R : sin2 (y) = 1

	
= fy 2 R : sin (y) = �1g
=

n
(2k + 1)

�

2
: k 2 Z

o
:

2.2.3 Relations d�ordre

D �nition 2.2.6 Une relation binaire, est une relation d�ordre si elle est,
à la fois, ré�exive, antisymétrique et transitive.

Exemple 2.2.6 La relation R dé�nie sur R par

8x; y 2 R; xRy , x � y

est une relation d�ordre car :
1) R est ré�exive : 8x 2 R; x � x:
2) R est antisymétrique :8x; y 2 R; (x � y et y � x)) x = y.
4) R est transitive : 8x; y; z 2 R; (x � y et y � z)) x � z:

Exemple 2.2.7 La relation R dé�nie sur P (R) par

8A;B 2 P (R) ; xRy , A � B
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est une est une relation d�ordre car :
1) R est ré�exive : 8A 2 P (R) ; A � A:
2) R est antisymétrique :8A;B 2 P (R) ; (ARB et BRA), A = B:

4) R est transitive : 8A; B; C 2 R; (ARB et BRC)) ARC:

Relation d�ordre total, partiel

D �nition 2.2.7 Soit R une relation d�ordre sur E:

�On dit que R est une relation d�ordre total si :

8x; y 2 E; xRy ou yRx:

�On dit que R est une relation d�ordre partiel si :

9x; y 2 E; x /Ry et y /Rx:

Exemple 2.2.8 .
1) La relation " � ", dé�nie sur R; est une relation d�ordre total :

8x; y 2 R; x � y ou y � x:

2) La relation " � ", dé�nie sur P (R) ; est une relation d�ordre partiel :

car : par exemple fag 6� fbg et fbg 6� fag :

2.2.4 Majorants-Minorant

D �nition 2.2.8 Soit A une partie d�un ensemble E: R Une relation
d�ordre sur E :
� Soit M 2 E, on dit que M est un majorant de A si :

8x 2 A : xRM:

� Soit m 2 E, on dit que m est un minorant de A si :

8x 2 A : mRx:

D �nition 2.2.9 Soit A une partie d�un ensemble, soient M;m 2 E
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Remarque 2.2.1 .
� Si l�ensemble A possède un majorant M alors on dit que A est une

partie majorée.
� Si l�ensemble A possède un minorant m alors on dit que A est une

partie minorée.
� Si l�ensemble A possède un majorant et un minorant alors on dit que

A est une partie bornée.

Exemple 2.2.9 .
Dans R, considérons la relation d�ordre " � " et soit A = [1; 7[ : Alors :
� Les majorants de A sont A+ = [7;+1[ :
� Les minorants de A sont A� = ]�1; 1] :

Maximum-Minimum

D �nition 2.2.10 Soit R Une relation d�ordre sur E; et soit A � E:
� On dit que M est un plus grand élément de A si (M est un majorant

de A et M 2 A). On le note max (A).
� On dit que m est un plus petit élément de A si (m est un minirant de

A et m 2 A). On le note min (A).

Borne supérieure - Borne inférieure

D �nition 2.2.11 Soient A un sous-ensemble de E et M un élément de
E.
� On dit que M est une borne supérieure de A si M est un plus petit

élément de l�ensemble des majorants de A et on note sup (A) :

sup (A) = min
�
A+
�
:

� On dit que m est une borne inférieure de A si m est un plus grand
élément de l�ensemble des minorants de A et on note inf (A) :

inf (A) = max
�
A�
�
:

Remarque 2.2.2 .
1) Si sup (A) 2 A alors sup (A) = max (A) :
2) Si inf (A) 2 A alors inf (A) = min (A) :

Exemple 2.2.10 Soit l�ensemble A = [1; 7[.
� sup (A) = min (A+) = 7 et comme sup (A) =2 A
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alors, max (A) n�existe pas.
� inf (A) = max (A�) = 1 et comme inf (A) 2 A
alors, inf (A) = min (A) = �1:

Exemple 2.2.11 On dé�nit sur N� la relation binaire R par :

xRy , x divise y

a) Montrons que R est une relation d�ordre :
On écrit la relation R comme suit

xRy , 9k 2 N� : y = kx

1) R est ré�exive : 8x 2 N�;

9k = 1 2 N� : x = 1� x) xRx

2) R est anti-symétrique : 8x; y 2 N�;�
xRy
yRx )

�
9k 2 N� : y = kx
9k0 2 N� : x = k0y

) x = k0kx) k0k = 1

) k = 1 et k0 = 1

) x = y:

3) R est transitive : 8x; y; z 2 N�;�
xRy
yRz )

�
9k 2 N� : y = kx
9k0 2 N� : z = k0y

) z = k0kx

) 9k00 2 N� : z = k00x avec k00 = k0k
) xRz:

D�aprés 1); 2) et 3) R est une relation d�ordre.
b) R n�est pas total car

92; 3 2 N� : 2 ne divise pas 3 et 3 ne divise pas 2:

c) Soit m 2 N� :

8x 2 N� : mRx
8x 2 N� : m divise x

) m = 1:
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Alors, min (N�) = 1:
Soit M 2 N� :

8x 2 N� : xRM
8x 2 N� : x divise M

) M n�existe pas.

Alors, max (N�) n�exite pas.

2.3 Applications

D �nition 2.3.1 Soient E et F deux ensembles.
On appelle une application d�un ensemble E dans un ensemble F toute

correspondance f permettant d�associer à tout élément x 2 E un seul élé-
ment y 2 F:
� E est dit ensemble de départ , F ensemble d�arrivée.On note l�élément

y de F associé à un élément x de E par y = f (x) :
� y = f (x) est appelé l�image de x et x est un antécédent de y:On

écrit :

f : E �! F

x 7�! y = f (x)

FIG.2.6. Notion d�application

D �nition 2.3.2 Soit E et F deux ensembles, on note A (E;F ) l�ensemble
des applications de E vers F:

Exemple 2.3.1 .
1) Soit f : R! R

x 7! f (x) = x+ 4
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f est une application car chaque x 2 R; il existe un seul y 2 R tel que
y = x+ 4:
2) Soit g : R! R

x 7! g (x) =
p
x� 1

g n�est pas une application car il exist x = �1 on a y =
p
�2 =2 R:

2.3.1 L�application identité

D �nition 2.3.3 Soit E un ensemble, l�application identité de E dans E
notée IdE est dé�nie par :

IdE (x) = x:

2.3.2 L�application constante

D �nition 2.3.4 Soient E et F deux ensembles et c un élément de F;
alors l�application f de E vers F est une application constante si

8x 2 E; f (x) = c:

2.3.3 Egalité

D �nition 2.3.5 Soient f : E ! F et g : E 0 ! F 0 deux applications. On
dit que f et g sont égales si et seulement si :
1) E = E 0 et F = F 0

2) 8x 2 E; f (x) = g (x) :

2.3.4 Image directe- Image réciproque

Soient E;F deux ensembles

a) Image directe

D �nition 2.3.6 Soit A � E et f : E ! F et . On appelle image directe
de A par f , noté f (A) est l�ensemble :

f (A) = ff (x) ; x 2 Ag

formellement on a

8y 2 F; (y 2 f (A), 9x 2 A : y = f (x)) :

34



2.3. APPLICATIONS

FIG.2.7. Notion l�image directe

Exemple 2.3.2 On considère l�application

f : R! R
x 7! 1� x

f

��
�1
2
; 0

��
=

�
f (x) ; x 2

�
�1
2
; 0

��
On a

�1
2

� x � 0 =) 0 � �x � 1

2
=) 1 � 1� x � 3

2

d�où

f

��
�1
2
; 0

��
=

�
1;
3

2

�

b) Image réciproque

D �nition 2.3.7 Soit B � F et f : E ! F , l�image réciproque de B
par f; noté f�1 (B) est l�ensemble :

f�1 (B) = fx 2 E; f (x) 2 Bg :

Formellement on a

8x 2 E; x 2 f�1 (B), f (x) 2 B
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FIG.2.8. Notion l�image réciproque

Exemple 2.3.3 Soient E = f1; 2; 3; 4g, F = fa; b; c; d; eg et f : E ! F
dé�nie par :

f (1) = f (2) = a; f (3) = c; f (4) = e:

On a

f�1 (fbg) = fx 2 E; f (x) 2 fbgg
= fx 2 E; f (x) = bg
= ;

et
f�1 (fag) = f1; 2g ; f�1 (fa; b; dg) = f1; 2g

Exemple 2.3.4 Soit l�application

f : R ! R
x ! x2

On a :
1) f�1 (f9g)

f�1 (f9g) =
�
x 2 R; x2 = 9

	
= f�3; 3g

2) f�1
��
0; 1

2

��
f�1

��
0;
1

2

��
=

�
x 2 R; x2 2

�
0;
1

2

��
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alors

0 < x2 <
1

2
) �

p
2

2
< x <

p
2

2

Donc,

f�1
��
0;
1

2

��
=

#
�
p
2

2
;

p
2

2

"

Remarque 2.3.1 f(A) est un sous-ensemble de F , f�1(B) est un sous-
ensemble de E.

Proposition 2.3.1 Soient f : E �! F une application, A;B � E et
M;N � F: On a

1. A � B ) f (A) � f (B)
2. f (A [B) = f (A) [ f (B)
3. f (A \B) � f (A) \ f (B)
4. M � N ) f�1 (M) � f�1 (N)
5. f�1 (M [N) = f�1 (M) [ f�1 (N)
6. f�1 (M \N) = f�1 (M) \ f�1 (N)

Preuve.
1. A � B ) f (A) � f (B)
On suuppose que A � B et on montrer que f (A) � f (B) alors,
Soit

y 2 f (A), 9x 2 A; f (x) = y
) 9x 2 A; f (x) = y (car A � B)
) y 2 f (B)

2. f (A [B) = f (A) [ f (B)
Soit y 2 F; alors

y 2 f (A [B), 9x 2 A [B; y = f (x)
, 9x; ((x 2 A) _ (x 2 B)) ^ (y = f (x))
, 9x; [((x 2 A) ^ (y = f (x))) _ ((x 2 B) ^ (y = f (x)))]
, (y 2 f (A)) _ (y 2 f (B))
, y 2 f (A) [ f (B)

d�où f (A [B) = f (A) [ f (B) :

37



CHAPITRE 2. ENSEMBLES ET APPLICATIONS

3. f (A \B) � f (A) \ f (B)
Soit y 2 F; alors

y 2 f (A \B), 9x 2 A \B; y = f (x)
, 9x; ((x 2 A) ^ (x 2 B)) ^ (y = f (x))
) 9x; [((x 2 A) ^ y = f (x)) ^ ((x 2 B) ^ y = f (x))]
) (y 2 f (A)) ^ ( y 2 f (B))
) y 2 f (A) \ f (B)

d�où f (A \B) � f (A) \ f (B) :
Autre méthode :
On a A \B � A et A \B � B donc par la propriété (1), on a

f (A \B) � f (A) et f (A \B) � f (B)
d�où

f (A \B) � f (A) \ f (B)
4. M � N ) f�1 (M) � f�1 (N)
On suppose M � N et on montrer que f�1 (M) � f�1 (N) :
Soit x 2 E

x 2 f�1 (M), f (x) 2M
) f (x) 2 N (car M � N)
) x 2 f�1 (N)

d�où M � N ) f�1 (M) � f�1 (N) :
5. f�1 (M [N) = f�1 (M) [ f�1 (N)
Soit x 2 E

x 2 f�1 (M [N), f (x) 2 (M [N)
, (f (x) 2M) _ (f (x) 2 N)
,

�
x 2 f�1 (M)

�
_
�
x 2 f�1 (N)

�
, x 2 f�1 (M) \ f�1 (N)

d�où f�1 (M [N) = f�1 (M) [ f�1 (N) :
6. f�1 (M \N) = f�1 (M) \ f�1 (N)
Soit x 2 E

x 2 f�1 (M \N), f (x) 2 (M \N)
, (f (x) 2M) ^ (f (x) 2 N)
,

�
x 2 f�1 (M)

�
^
�
x 2 f�1 (N)

�
, x 2 f�1 (M) \ f�1 (N)
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d�où f�1 (M \N) = f�1 (M) \ f�1 (N) :

2.3.5 Composée de deux applications

D �nition 2.3.8 Soient E, F , G trois ensembles non vide, f : E ! F et
g : F ! G deux applications,on appelle la composée des applications de f
et g; notée par g � f est l�application de E vers G dé�nie par :

8x 2 E; g � f (x) = g (f (x)) :

Exemple 2.3.5 Soient

f : R! R+

x 7! x2

et

g : R+ ! R
x 7!

p
x

Alors, g � f : R! R véri�e pour tout x 2 R

g � f (x) = g (f (x)) = g
�
x2
�
=
p
x2 = jxj

et f � g : R+ ! R+ véri�e pour tout x 2 R+

f � g (x) = f (g (x)) = g
�p
x
�
= x

Remarque 2.3.2 .
1) Soit f une application E dans E. On note par :

fn = f � f � f::: � f| {z }
n fois
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2) La composition des applications n�est pas généralement commutative :

f � g 6= g � f

3) Soient les ensembles E;F;G;H et les applications f; g; h tels que :

f : E ! F; g : F ! G; h : G! H

Alors :
(h � g) � f = h � (g � f)

La composition ���est associative.

2.3.6 Restriction et prolongement d�une application

D �nition 2.3.9 Soit A un sous-ensemble de E: Étant données deux fonc-
tions g : E ! F et f : A! F tel que f (x) = g (x) pour tout x 2 A: Alors,
on dit que :
f est la restriction de g à A et on note f = gjA
g est un prolongement de f à E et on note g = ef:

Exemple 2.3.6 .
1) Soient f et g dé�nies par :

f : R+ ! R
x 7! x2

g : R! R
x 7! x2

f est la restriction de g à R+
�
f = gjR+

�
et g est un prolongement de

f à R
�
g = ef� :

2) Soit f : R� ! R dé�nie par :

f (x) =
ex � 1
x

:

L�application ef : R! R dé�nie par :

ef (x) = � ex+1
x

si x 6= 2
1 si x = 0

ef est un prolongement de f à R:
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2.3.7 Applications injectives, surjectives et bijectives

Soit E;F deux ensembles et f : E ! F une application

Applications injectives

D �nition 2.3.10 L�application f est une injective si et seullement si :

8x1; x2 2 E : (f (x1) = f (x2)) x1 = x2) :

� f est injective si et seulement si : 9x1; x2 2 E : f (x1) = f (x2) et x1 6= x2
(par la contraposée ).

� f est injective si et seulement si tout élément y de F admet au plus
un antécédent par f (c�est-à-dire un ou aucun).

FIG.2.9. Notion d�application injective

Exemple 2.3.7
1- On considère l�application f : R! R dé�nie par : f (x) = 3x+ 1
f est-elle injective ?
Soient deux réels x1 et x2 tels que f (x1) = f (x2) :

f (x1) = f (x2), 3x1 + 1 = 3x2 + 1

) 3x1 = 3x2

) x1 = x2

d�où f est injective.
2- L�application f : R! R dé�nie par : f (x) = x2 n�est injective car :

9x1 = �3; x2 = 3 2 R; f (x1) = f (x2) = 9 et x1 6= x2:
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Applications surjectives

D �nition 2.3.11 L�application f est une surjection (ou est une surjec-
tive) si et seullement si :

8y 2 F;9x 2 E : y = f (x) :

� f est surjective si et seulement si tout élément y 2 F a au moins un
antécédent dans E:

� f est surjective si et seulement si Im f = F (ensemble d�arrivée).

FIG.2.10. Notion d�application surjective

Exemple 2.3.8 Soit

f : N! Q

n 7! f (n) =
1

1 + n

Si m 2 Q;9?n 2 N tel que m = f (n) , m =
1

1 + n
, m + mn = 1 ,

mn = 1�m, n =
1�m
m

;m 2 Q. Si par exemple m = 2) n = �1
2
=2 N.

Donc f n�est pas surjective car m = 2 n�a pas d�antécédent dans N:

Applications bijectives

D �nition 2.3.12 L�application f est dite bijective si et seulement si elle
est injective et surjective à la fois. Ceci est équivaut à dire que pour tout
y 2 F , il existe un unique x 2 E tel que y = f (x) : Autrement dit

8y 2 F;9!x 2 E : y = f (x) :
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FIG.2.11. Notion d�application bijective

Exemple 2.3.9 1) L�application f : R ! R dé�nie par : f (x) = 3x + 2
est

a) injective :

8x1; x2 2 E : f (x1) = f (x2)) 3x1 + 2 = 3x2 + 2) x1 = x2:

b) surjective :

8y 2 R : y = f (x) = 3x+ 2) x =
y � 2
3

8y 2 R;9x = y � 2
3

2 R : y = f (x) :

Alors f est bijective.
2) L�application f : R ! R dé�nie par : g (x) = x2 n�est pas injective

car :

9x1 = �1 2 R; 9x2 = 1 2 R : f (x1) = f (x1) et x1 6= x2

Aussi n�est pas surjective car :

9y = �1 2 R; 8x 2 R : �1 6= x2:

2.3.8 Application réciproque

D �nition 2.3.13 Soit f : E ! F une bijective. On appelle application
réciproque de f (ou bijection réciproque de f). c-à-d

f�1 : F ! E

y 7! x = f�1 (y)
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Exemple 2.3.10 1) Soit f l�application de f1; 2; 3g dans fa; b; cg telle que
f (1) = a; f (2) = b et f (3) = c, elle est bijective. Sa réciproque f�1 est
l�application de fa; b; cg dans f1; 2; 3g donnée par f�1 (a) = 1; f�1 (b) = 2;
f�1 (c) = 3:
2) L�application g : R ! R dé�nie par : g (x) = 3x � 2 . L�application

réciproque de g est

g�1 : R! R

x 7! x+ 2

3

.

Remarque 2.3.3 Soit f : E ! F une bijective. Alors

f � f�1 = IdF

et
f�1 � f = IdE:

Exercice 2.3.1 Soit la fonction f : R! R dé�nie par f (x) = x2 + 4x+ 1 :
1) Résoudre f (x) = 1 et f (x) = �5:
2) f est-elle injective ?surjective ?
3) Véri�er que : f (x) = (x+ 2)2 � 3:
4) Déterminer f ([�1; 2]) ; f (f0; 1g) ; f�1 ([�2; 6]) et f�1 (f�3; 6g) :
5) Montrer que f (R) = [�2;+1[ :
Soit la restriction g : [�2;+1[! [�3;+1[ ; g (x) = f (x) :
6) Montrer que g est bijictive et trouver sa fonction réciproque g�1:

Solution.
f (x) = x2 + 4x+ 1

1) Résolution : f (x) = 1 et f (x) = �5

f (x) = 1) x2 + 4x+ 1 = 1

) x2 + 4x = 0

) x (x+ 4) = 0) x1 = 0; x2 = �4

f (x) = �5) x2 + 4x+ 1 = �5
) x2 + 4x+ 6 = 0)4 = �8 < 0 pas de solution
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2) f n�est pas injective car : f (0) = f (�4) mais 0 6= �4
f n�est pas surjective car : (�5) n�a pas un antécédent x:

3) (x+ 2)2 � 3 = x2 + 4x+ 4� 3 = x2 + 4x+ 1 = f (x) :
4) f ([�1; 2]) :

f ([�1; 2]) = ff (x) : x 2 [�1; 2]g

On a

�1 � x � 2) 1 � x+ 2 � 4
) 1 � (x+ 2)2 � 16
) �2 � (x+ 2)2 � 3 � 13
) �2 � f (x) � 13

Alors
f ([�1; 2]) = [�2; 13]

� f (f0; 1g) :

f (f0; 1g) = ff (x) : x 2 f0; 1gg
= ff (0) ; f (1)g
= f1; 6g

� f�1 ([�2; 6]) :

f�1 ([�2; 6]) = fx 2 R : f (x) 2 [�2; 6]g

On a

�2 � f (x) � 6) �2 � (x+ 2)2 � 3 � 6
) 1 � (x+ 2)2 � 9
) 1 � jx+ 2j � 3
) 1 � x+ 2 � 3 ou � 3 � x+ 2 � �1
) �1 � x � 1 ou � 5 � x � �3

Alors
f�1 ([�2; 6]) = [�1; 1] [ [�5;�3]

� f�1 (f�3; 6g) :

f�1 (f�3; 6g) = fx 2 R : f (x) 2 f�3; 6gg
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On a

f (x) = �3) (x+ 2)2 � 3 = �3
) (x+ 2)2 = 0

) x = �2

et

f (x) = 6) (x+ 2)2 � 3 = 6
) (x+ 2)2 � 9 = 0
) (x� 1) (x+ 5) = 0
) x = 1; x = �5

Alors
f�1 (f�3; 6g) = f�2;�5; 1g

5) f (R) = [�2;+1[ :

f (R) = ff (x) = y : x 2 Rg

On a

(x+ 2)2 � 0) (x+ 2)2 � 3 � �3
) f (x) � �3
) y 2 [�3;+1[

6) g injective : 8x1; x2 2 [�2;+1[ :

g (x1) = g (x2)) (x1 + 2)
2 � 3 = (x2 + 2)2 � 3

) (x1 + 2)
2 = (x2 + 2)

2 ) x1 = x2

g surjective :

8y 2 [�3;+1[ ;9x 2 [�2;+1[ : y = (x+ 2)2 � 3

On a

y = (x+ 2)2 � 3) y + 3 = (x+ 2)2 ) x =
p
y + 3� 2

Donc g est bijective et sa fonction réciproque

g�1 : [�3;+1[! [�2;+1[
g�1 (y) =

p
y + 3� 2:

46



Chapitre 3

Structures Algébriques

3.1 Lois de composition interne

D �nition 3.1.1 Soit E un ensemble non vide, on appelle loi de compo-
sition interne (l:c:i) sur E tout application de E � E dans E. Pour tout
couple (x; y) on associe donc un élément, noté x � y, appelé composé de x
et de y on écrit

E � E ! E

(x; y) 7! x � y

Autrement dit � loi de composition interne sur E si et seulement si :

8x; y 2 E � E; x � y 2 E:

On note aussi une loi de composition interne par : �;
;|;4; ::::.

Exemple 3.1.1 .
1) Les lois usuelles + et � sont des lois de composition interne sur R:

8 (x; y) 2 R2 : x+ y 2 R
8 (x; y) 2 R2 : x� y 2 R

2) L�intersection " \ " et la réunion " [ " sont des lois de composition
interne sur P (E)

8A; B 2 P (E) : A \B 2 P (E)
8A; B 2 P (E) : A [B 2 P (E)
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3) La loi " � " est une loi de composition sur A (E;E) :
8f; g 2 A (E;E) : f � g 2 A (E;E)

4) La soustraction "� " n�est pas une loi de composition interne sur N:
9x = 1 2 N;9y = 2 2 N : x� y = �1 =2 N

3.2 Propriété de loi de composition interne

D �nition 3.2.1 Une loi de composition interne � sur E est :
� commutative si :

8x; y 2 E : x � y = y � x
� associative si :

8x; y; z 2 E : (x � y) � z = x � (y � z)
Exemple 3.2.1 .
1) L�addition " + "et la multiplication "� " dans R sont commutatives

et associatives.�
x+ y = y + x
x� y = y � x

�
(x+ y) + z = x+ (y + z)
(x� y)� z = x� (y � z)

2) La soustraction "� " n�est ni commutative ni associative car :
x� y 6= y � x et (x� y)� z 6= x� (y � z) :
3) La loi � dé�nie sur R� f1g par x � y = x+ y � xy

a) � est commutative car :8x; y 2 R� f1g ;
x � y = x+ y � xy

= y + x� yx
= y � x

b) � est associative car :8x; y; z 2 R� f1g ;
(x � y) � z = (x+ y � xy) � z

= (x+ y � xy) + z � (x+ y � xy) z
= x+ y � xy + z � xz � yz + xyz::::: (1)

et

x � (y � z) = x � (y + z � yz)
= x+ (y + z � yz)� x (y + z � yz)
= x+ y + z � yz � xy � xz + xyz:::::: (2)

comme (1) = (2), on a � est associative.
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D �nition 3.2.2 La loi de compoeition interne � admet un élément neutre
e 2 E si :

9e 2 E; 8x 2 E : x � e = e � x = x

Remarque 3.2.1 Si l�élément neutre pour la loi � sur E existe, alors il
est unique.

D �nition 3.2.3 Soient � une loi de composition interne sur E et �e�
un élément neutre, on dit qu�un élément x 2 E admet un symétrique
(ou inverse) s�il existe �x 2 E tel que :

8x 2 E; 9�x 2 E : x � �x = �x � x = e:

Remarque 3.2.2 .
1) Si � est commutative alors il su¢ t montrer l�élément neutre et l�élé-

ment symétrique à droite :

9e 2 E; 8x 2 E : x � e = x
8x 2 E; 9�x 2 E : x � �x = e:

2) Si � n�est pas commutative alors on montrer l�élément neutr et l�élé-
ment symétrique à droite et à gauche.

Exemple 3.2.2 .
1) La loi " + "sur R admet 0 pour un élément neutre et (�x) pour un

élément symétrique car :

x+ 0 = 0 + x = x et x� x = (�x) + x = 0

2) La loi " � "sur R� admet 1 pour un élément neutre et
�
1
x

�
pour un

élément symétrique car :

x� 1 = 1� x = x et x� 1

x
=
1

x
� x = 1:

3) La loi " [ "sur P (E) admet ; pour un élément neutre car :

8A 2 P (E) : A [ ; = ; [ A = A:

4) La loi " \ "sur P (E) admet E pour un élément neutre car :

8A 2 P (E) : A \ E = E \ A = A:
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5) La loi � dé�nie sur R� f1g par x � y = x+ y � xy
a) L�élément neutre :
Comme la loi � est commutative alors, 9e 2 R� f1g ;8x 2 R� f1g

x � e = x

) x+ e� xe = x
) e (1� x) = 0
) e = 0

Donc, e = 0 l�élément neutre de R� f1g pour �.
b) L�élément symétrique :
Comme la loi � est commutative alors, 8x 2 R� f1g ;9�x 2 R� f1g

x � �x = 0

) x+ �x� x�x = 0
) �x = � x

1� x

Donc, �x = � x
1�x l�élément symétrique.

3.3 Groupe et sous-groupe

3.3.1 Groupe

D �nition 3.3.1 (Groupe) Soit G un ensemble non vide et ���une loi de
composition interne sur G: On dit que (G; �) est un groupe (structure de groupe)si :
� La loi � est associative
� La loi � admet un élément neutre
� tout élément de G admet un symétrique pour la loi �.
Si de plus, la loi � est commutative sur G, on dit que G est un groupe

commutatif (ou abélien) :

Exemple 3.3.1 .
1) (Z;+) ; (Q;+) ; (R;+), (C;+) ; (Q�;�) ; (R�;�) et (C�;�) sont des

groupes commutatifs.
1) (N;+) n�est pas un groupe car,les éléments de N n�est pas un syme-

tréque dans N.
2) (Z;�) n�est pas un groupe car 2 n�est pas inversibles de Z.
3) La loi � dé�nie sur R� f1g par x � y = x+ y � xy . On a (R� f1g ; �)

est un groupe abélien (d�aprés l�exemple précédnt) :
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Exercice 3.3.1 On munit Z par la loi de composition � dé�nie par :

8x; y 2 Z : x � y = x+ y + x2y

Montrer que � est une loi de composition interne, puis étudier, pour cette
loi, la commutativité, l�associativité, l�existence de l�élément neutre et l�exis-
tence du symétrique.

Solution. .
i) La loi � n�est pas commutative car 8x; y 2 Z, on a

x � y = x+ y + x2y

y � x = y + x+ y2x

ii) La loi � est n�est pas associative par exemple, x = 1; y = 2; z = 3,
on a

(x � y) � z = (1 � 2) � 3 = 90
x � (y � z) = 1 � (2 � 3) = 35

iii) L�élément neutre e; on a :

8x 2 R : x � e = e � x = x;

Alors,

x � e = x) x+ e+ x2e = x

) e
�
1 + x2

�
= 0

) e = 0

et
e � x = 0 � x = 0 + x+ x20 = x

Donc, e = 0 est l�élément neutre de la loi �:
2) L�élément symétrique �x pour la loi �

8x 2 Z;9�x 2 Z; x � �x = �x � x = 0:

On a :

x � �x = 0) x+ �x+ x2�x = 0

) �x
�
1 + x2

�
+ x = 0

) �x =
�x
1 + x2

=2 Z

Alors, l�élément symétrique n�existe pas.
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Exercice 3.3.2 Soit 4 la loi de composition dé�nie surR�+ par :

8x; y 2 R�+ : x4 y =
p
x2 + y2:

Montrer que 4 est commutative, associative et existence l�élément neutre
Montrer que aucune élément de R�+ n�a de symétrique pour 4.

Solution. .
1) � commutative : 8x; y 2 R�+ :

x4 y =
p
x2 + y2 =

p
y2 + x2 = y � x

Donc 4 est commutative.
2) 4 associative : 8x; y; z 2 R�+ :

(x4 y)4 z =
p
x2 + y24 z

=

r�p
x2 + y2

�2
+ z2 =

p
x2 + y2 + z2:

D�autre part,

x4 (y4 z) = x4
p
y2 + z2

=

r
x2 +

�p
y2 + z2

�2
=
p
x2 + y2 + z2:

Donc 4 est associative.
3) Soit e 2 R�+; l�élément neutre de la loi 4, 8x 2 R�+;

x4 e = x )
p
x2 + e2 = x

) x2 + e2 = x2

) e = 0:

Comme 4 est commutative donc e = 0 2 R�+ l�élément neutre de la loi 4.
2) Soit x 2 R+� ; l�élément symétrique x 2 R�+ par la loi 4, alors :

x4 x = 0 )
p
x2 + x2 = 0

) x2 + x2 = 0

) x = �x =2 R�+

Alors, 8x 2 R�+ aucune élément symétrique par la loi 4.
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3.3.2 Sous-groupe

D �nition 3.3.2 (Sous-groupe)Soient (G;>) un groupe et H � G: On
dit que (H; �) est un sous-groupe de (G; �) si :
1) H 6= ?: (e 2 H l�élément neutre de G)
2) 8x; y 2 H : x � y 2 H:
3) 8x 2 H : �x 2 H: ( �x l�élément symétrique de G) :

Exemple 3.3.2 .
1) (G; �) et (feg ; �) sont des sous groupes du groupe (G; �)
( où e l�élément neutre de G ):

2) (Z;+) est un sous-groupe de (R; �) car :
1) e = 0 2 Z
2) 8x; y 2 Z alors x+ y 2 Z
3) 8x 2 Z alors �x = (�x) 2 Z:

Exemple 3.3.3 .
Soit n 2 N, H = fn� p : p 2 Zg un sous groupe de (Z;+) car :
1) 0 2 H car : 9p = 0 : 0 = n� 0
2) 8x; y 2 H, on a :�
9p1 2 Z : x = n� p1
9p2 2 Z : y = n� p2

) x+ y = n� (p1 + p2)

) x+ y = n� �p 2 H (où �p = p1 + p2 2 Z )

3) 8x 2 H, on a :

9p 2 Z : x = n� p) (�x) = n� (�p) 2 H (car (�p) 2 Z):

Alors, H est un sous groupe de (Z;+).

Proposition 3.3.1 (H; �) est un sous-groupe de (G; �) ssi�
1) H 6= ?: (e 2 H l�élément neutre de G)

2) 8x; y 2 H : x � �y 2 H: (où �y est l�élément symétrique de y)

Remarque 3.3.1 .
1) L�intersection de deux sous groupes est un sous groupe.
En e¤et, soient H1 et H2 deux sous groupes de (G; �)
i) e 2 H1 et e 2 H2 ) e 2 H1 \H2
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ii) 8x; y 2 H; on a :

x; y 2 H1 et x; y 2 H2
) x � y 2 H1 et x � y 2 H2
) x � y 2 H1 \H2

iii) 8x 2 H; on a :

x 2 H1 et x 2 H2
) �x 2 H1 et �x 2 H2
) �x 2 H1 \H2

Donc, H1 \H2 est un sous groupe de (G; �) :
2) La réunion de deux sous groupes n�est pas un sous groupe.
En e¤et, posons H1 = 2Z et H2 = 5Z deux sous groupes de (Z;+).
On a, 2 2 H1 [H2 et 5 2 H1 [H2 mais 2 + 5 =2 H1 [H2:
Donc, H1 [H2 n�est pas un sous groupe de (Z;+).

3.4 Morphisme de groupes

D �nition 3.4.1 Soient (G;�) et (G0;
) deux groupes. Une application
f : G! G0 est un morphisme (ou homomorphisme) de groupes si :

8 (x; y) 2 G2 : f (x � y) = f (x) | f (y) :

� Si f est bijective alors on dit que f est un isomorphisme de (G; �)
dans (G0;>) :
� Si G = �Galors on dit que f est un endomorphisme.
� Si f est un endomorphisme et bijective alors on dit que f est un

automorphisme.

Exemple 3.4.1 Soit les groupes
�
R�+;�

�
et (R;+) : Soit l�application dé-

�nie

f : R�+ ! R
x ! f (x) = ln(x):

On a

8x; y 2 R�+ : f (x+ y) = ln(x:y) = lnx+ ln y = f (x) + f (y) :

Donc f est un homomorphisme de groupes.
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Proposition 3.4.1 Soit f : (G; �)! (G0;>) un morphisme de groupes de
(G; �) dans (G0;>) alors :
1) f (e) = �e

�
où e est l�élément neutre de G et �e l�élément neutre de �G

�
:

2) 8x 2 G : f (�x) = f (x), où �x est l�élément symétrique de G et f (x)
l�élément symétrique de �G:

Exercice 3.4.1 On dé�nit sur l�ensemble G = ]2;+1[ la loi 4 tel que :

8x; y 2 ]2;+1[ : x4 y = (x� 2) (y � 2) + 2:

1) Montrer que 4 est une lois de composition interne dans G:
2) Montrer que (G;4) est un groupe abélien.
Soit h l�application dé�nie sur R�+ vers G tel que :

h (x) =
2x+ 1

x
;8x 2 R�+

3) Montrer que h est un morphisme de
�
R�+;�

�
dans (G;4) :

Solution. .
1) 4 est une lois de composition interne dans G si 8x; y 2 G; x4 y

?
2 G

On a

x; y 2 G = ]2;+1[) x � 2 et y � 2
) x� 2 � 0 et y � 2 � 0
) (x� 2) (y � 2) � 0
) (x� 2) (y � 2) + 2 � 2

Alors, x4 y 2 G:
2) (G;4) est un groupe abélien :
1) � commutative : 8x; y 2 G :

x4 y = (x� 2) (y � 2) + 2 = (y � 2) (x� 2) + 2 = y4 x

Donc � est commutative.
2) � associative : 8x; y; z 2 G :

(x4 y)4 z = [(x� 2) (y � 2) + 2]4 z
= ((x� 2) (y � 2) + 2� 2) (z � 2) + 2
= (x� 2) (y � 2) (z � 2) + 2
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D�autre part,

x4 (y4 z) = x4 (x� 2) ((y � 2) (z � 2) + 2)
= (x� 2) ((y � 2) (z � 2) + 2� 2) + 2
= (x� 2) (y � 2) (z � 2) + 2

Donc � est associative.
3) Soit e 2 G; l�élément neutre de la loi �, 8x 2 G;

x4 e = x ) (x� 2) (e� 2) + 2 = x
) (x� 2) (e� 2) + 2� x = 0
) (x� 2) (e� 3) = 0
) e = 3:

Comme � est commutative donc e = 3 2 G, l�élément neutre de la loi 4.
4) Soit x 2 G; l�élément symétrique x 2 G par la loi 4, alors :

x4 x = 3 ) (x� 2) (x� 2) + 2 = 3

) x� 2 = 1

x� 2
) x =

2x� 3
x� 2

Comme � est commutative donc 8x 2 G; admet un l�élément symétrique
x = 2x�3

x�2 2 G; par la loi 4.
Alors d�aprés 1); 2); 3) et 4) on a, (G;4) est un groupe abélien.
3) Soit

h (x) =
2x+ 1

x
;8x 2 R�+

h est un morphisme de
�
R�+;�

�
dans (G;4) si 8x; y 2 R�+

h (x� y) = 2xy + 1

xy
:::::::: (1)

et

h (x)4 h (y) = (h (x)� 2) (h (y)� 2) + 2

=

�
2x+ 1

x
� 2
��

2y + 1

y
� 2
�
+ 2

=
2xy + 1

xy
::::::::::: (2)

Donc (1) = (2) alors, h est un morphisme de groupes.
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3.5 Anneau et sous-anneau

D �nition 3.5.1 Soient � et | deux lois de composition interne de E.
� On dit que la loi | est distributive à gauche par rapport à loi � si

8 (x; y; z) 2 E : x | (y � z) = (x | y) � (x | z) :

� On dit que la loi | est distributive à droite par rapport à � si

8x; y; z 2 E : (x � y) | z = (x | z) � (y>z) :

� On dit que la loi | est distributive par rapport à � si elle est distributive
à la fois à gauche et à droite par rapport à �.

Remarque 3.5.1 Si la loi | est commutative. La loi | est distributive par
rapport à � si elle est distributive à gauche ou bien à droite par rapport à
�.

Exemple 3.5.1 1) la multiplication � est distributive par rapport à l�ad-
dition +; dans R.8 (x; y; z) 2 R3 :�

x� (y + z) = (x� y) + (x� z)
(x+ y)� z = (x� z) + (y � z)

D �nition 3.5.2 (Anneau) Soient � et > deux lois de composition in-
terne d�un ensemble A.
On dit que (A; �;>) est un anneau (anneau unitaire) si :

1. (A; �) est un groupe commutatif,
2. la loi | est associative surA;
3. | distributive par rapport à �;
4. l�ensemble A admet un élément neutre pour la loi |:
De plus, si la loi | est commutative sur A on dit que (A; �;>) est un

anneau commutatif.

Exemple 3.5.2 (Z;+;�) est un anneau commutatif, en e¤et
- (Z;+) est un groupe commutatif,
- � est associative :

8x; y; z 2 Z : (x� y)� z = x� (y � z) ;
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- � est commutative :

8x; y 2 Z : x� y = y � z;

- � distributive par rapport à + :

8x; y; z 2 Z : x� (y + z) = (x� y) + (x� z) ;

- l�ensemble Z admet un élément neutre 1 pour la loi �.

D �nition 3.5.3 Soit (A; �;|) un anneau et B un sous-ensemble non vide
de A: On dit que (B; �;|) est un sous-anneau de (A; �;|) si :
� (B; �) est un sous-groupe de (A; �) ;
� e> 2 B; (où e> l�élément neutre par rapport à >);
� 8x; y 2 B : x>y 2 B:

Exemple 3.5.3 (Z;+;�) est un sous-anneau de l�anneau (Q;+;�) :

Exercice 3.5.1 Soit l�énsemble A =
�
a+ b

p
2 : a; b 2 Z

	
:

Montrons que (A;+;�) est un sous-anneau de (R;+;�) :

Solution.
a) On a 0 2 A car 0 = 0 + 0

p
2

b) 8x; y 2 A; on a

9a; b 2 Z : x = a+ b
p
2

9a0; b0 2 Z : y = a0 + b0
p
2

Donc

x+ y = x� y
= a+ b

p
2� a0 � b0

p
2

= (a� a0) + (b� b0)
p
2

= a00 + b00
p
2

avec a00 = a� a0 2 Z et b00 = b� b0 2 Z; alors

x+ y 2 A:

2) On a 1 2 A car 1 = 1 + 0
p
2
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3) 8x; y 2 A;

x� y =
�
a+ b

p
2
��
a0 + b0

p
2
�

= aa0 + ab0
p
2 + ba0

p
2 + 2bb0

= aa0 + 2bb0 + (ab0 + ba0)
p
2

= a00 + b00
p
2

avec a00 = aa0 + 2bb0 2 Z et b00 = ab0 + ba0 2 Z; alors

x� y 2 A:

Donc (A;+;�) est un sous-anneau de (R;+;�) :

3.6 Corps et sous-corps

D �nition 3.6.1 (corps) Soit K un ensemble non vide muni de deux lois
> et �. On dit que (K; �;>) est un corps si :
i) (K; �) est un groupe commutatif avec l�élément neutre e�:
ii) (Kn fe|g ;>) est un groupe.
iii) La loi | est distributive par rapport à �:

Remarque 3.6.1 Si la loi | est commutative, on dit que (K; �;>) est un
corps commutatif.

Exemple 3.6.1 (R;+;�) est un corps commutatif.car,
i) (R;+) est un groupe commutatif.
ii) (Rn f0g ;�) est un groupe commutatif.
iii) La loi � est distributive par rapport à +:

D �nition 3.6.2 Soient (K; �;>) un corps et H un sous-ensemble non
vide de K: On dit que (H; �;>) est un sous-corps de (K; �;>) si :
i) (H; �) est un sous-groupe du groupe (K; �) :
ii) (Hn fe>g ;>) est un sous-groupe du groupe (Kn fe>g ;>) :

Exemple 3.6.2 (Q;+;�) est un sous-corps du corps (R;+;�) :
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Chapitre 4

Nombres Complexes

4.1 Construction des nombres complexes

D �nition 4.1.1 On appelle l�ensemble des nombre complexes, noté C,
l�ensemble des nombres z de la forme :

z = x+ iy avec (x; y) 2 R2 et i2 = �1:

Le nombre réel x s�appelle la partie réelle de z notée : Re (z) :
Le nombre réel y s�appelle la partie imaginaire de z noté : Im (z) :
Cette forme z = x+ iy est appelé forme algébique.

D �nition 4.1.2 .
1) Si y = 0 alors, z est un nombre réel pur:
2) Si x = 0 alors, z est un nombre imaginaire pur:

4.2 Opérations dans C
Proposition 4.2.1 Soient z = x+ iy et z0 = x0 + iy0 alors :
1) z = 0, x = 0 et y = 0
2) z = z0 , x = x0 et y = y0

3) z + z0 = (x+ iy) + (x0 + iy0) = (x+ x0) + i (y + y0)
4) z � z0 = (x+ iy)� (x0 + iy0) = (xx0 � yy0) + i (xy0 + x0y)

Exemple 4.2.1 Soit z = 3 + 4i et z0 = 1� 5i alors on a :

z + �z = (3 + 4i) + (1� 5i) = 4� i
z � �z = (3 + 4i)� (1� 5i) = 23� 11i
z2 = (3 + 4i)2 = 32 + (4i)2 + 2� 3� 4i = 7 + 24i
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Exemple 4.2.2 Soit z = 1� 2i et z0 = �2� i alors on a :

z + �z = (1� 2i) + (�2� i) = �1� 3i
z � �z = (1� 2i) (�2� i) = �4 + 3i
z2 = (1� 2i)2 = 12 + (2i)2 � 2� 1� 2i = �3� 4i

Remarque 4.2.1 (C;+;�) est un corps commutatif.

4.3 Conjugué d�un nombre complexe

D �nition 4.3.1 Soit z = x + iy un nombre complexe. On appelle le
conjugué de z, le nombre noté z tel que

z = x� iy:

Exemple 4.3.1 Soit z1 = 3 + 4i, z2 = 1� 5i et z3 = �
p
2i

�z1 = 3 + 4i = 3� 4i
�z2 = 1� 5i = 1 + 5i
�z3 = �

p
2i = +

p
2i

Proposition 4.3.1 Soit z; �z deux nombres complexes. Alors :

z + �z = z + �z

z � �z = z � �z�z
�z

�
=

z

�z
avec �z 6= 0:

zn = zn ; 8n 2 N:

De plus,

z + �z = 2Re (z)

z � �z = 2i Im (z)

z � z = (Re z)2 + (Im z)2

Preuve. soit z = x+ iy, �z = �x+ i�y deux nombres complexes
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� z + �z = z + �z

z + �z = (x+ iy) + (�x+ i�y)

= (x+ �x) + i (y + �y)

= (x+ �x)� i (y + �y)
= (x� iy) + (�x� i�y)
= z + �z

� z � �z = z � �z

z � �z = (x+ iy)� (�x+ i�y)
= (x�x� y�y) + i (x�y + y�x)
= (x�x� y�y)� i (x�y + y�x)

z � �z = (x� iy)� (�x� i�y)
= (x�x� y�y)� i (x�y + y�x)

�
�
z
�z

�
= z

�z
avec �z 6= 0:

�z
�z

�
=

�
x+ iy

�x+ i�y

�
=

x+ iy

�x+ i�y

=
x� iy
�x� i�y

=
z

�z

� zn = zn; 8n 2 N�:
Par récurrence
� pour n = 1 : z = z
� 8n 2 N� : posons zn = zn; démontrons zn+1 = zn+1
on a zn+1 = zn � z = zn � z = zn � z = �zn+1:
� z + �z = 2Re (z)

z + �z = (x+ iy) + (x� iy)
= 2x = 2Re (z)
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� z � �z = Im (z)

z � �z = (x+ iy)� (x� iy)
= 2iy = 2 Im (z)

� z � z = (Re z)2 + (Im z)2

z � �z = (x+ iy)� (x� iy)
= x2 � (iy)2

= x2 + y2 = (Re z)2 + (Im z)2 :

Exemple 4.3.2 Trouver la forme algébrique de 1+i
2�i :�

1 + i

2� i

�
=
(1 + i) (2 + i)

(2� i) (2 + i) =
1 + 3i

22 + 12
=
1

5
+
3

5
i:

4.4 Module d�un nombre complexe

D �nition 4.4.1 Soit z = x+ iy un nombre complexe. On appelle le mo-
dule de z, le nombre réel positif noté jzj tel que

jzj =
p
x2 + y2:

Exemple 4.4.1 Soit z1 = 3 + 4i, z2 = 1� 5i

jz1j =
p
32 + 42 = 5

jz2j =
q
12 + (�5)2 =

p
11

Remarque 4.4.1

z � �z = jzj2
1

z
=

�z

z � �z =
�z

jzj2

j�zj = jzj
jzj = jzj
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4.5. INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE D�UN NOMBRE
COMPLEXE

4.5 Interprétation géométrique d�un nombre
complexe

D �nition 4.5.1 Soit z = x + iy un nombre commplexe, on peut faire
correspondre un point M (x; y) dans un plan orthonormal (O;�!u ;�!v ). On
dit que z est l�a¢ xe de M: On note M (z) :où jzj est la distance OM �

l�angle
��!u ;��!OM� qui s�appelle argument de z, noté arg (z) et on a

arg (z) = � :

(
cos (�) = x

jzj
sin (�) = y

jzj :

Exemple 4.5.1 Soit z1 = 1 + i et z2 = 1 +
p
3i; on a

jz1j =
p
1 + 1 =

p
2

jz2j =
p
1 + 3 = 2:

et

arg (z1) :

(
cos (�1) =

1p
2
=

p
2
2

sin (�1) =
1p
2
=

p
2
2

) �1 =
�

4

arg (z2) :

�
cos (�2) =

1
2

sin (�2) =
p
3
2

) �1 =
�

3
:

Remarque 4.5.1 L�interprétation géométrique de z est le point M 0 (z) est
le symétrique du point M (z) par rapport à l�axe des abscisses.
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4.6 Forme trigonométrique

D �nition 4.6.1 On appelle forme trigonométrique d�un nombre com-
plexe z = x+ iy, l�écriture suivante :

z = r (cos (�) + i sin (�)) ;

avec
r = jzj et � = arg (z) :

Exemple 4.6.1 .
1) Soit z = 1 + i; on a

r = jzj =
q
12 + (�1)2 =

p
2

� = arg (z) :

(
cos (�) = 1p

2
=

p
2
2

sin (�) = � 1p
2
= �

p
2
2

) � = ��
4
:

On déduit la forme trigonométrique de z,

z =
p
2
�
cos
�
��
4

�
+ i sin

�
��
4

��
:

2) Soit z =
p
3
�
cos
�
�
3

�
+ i sin

�
�
3

��
, on a la forme algébrique de z est

z =
p
3

 
1

2
+ i

p
3

2

!

z =

p
3

2
+ i
3

2
:

Proposition 4.6.1 Soit z un nombre complexe, on a les relations sui-
vantes :�

j�zj = jzj et arg (�z) = arg (z) + �
jzj = jzj et arg (�z) = � arg (z)

Proposition 4.6.2 Soit z; z0 deux nombres complexes, on a les relations
suivantes :

jz � z0j = jzj � jz0j et arg (z � z0) = arg (z) + arg (�z)��� z
z0

��� =
jzj
jz0j ; z

0 6= 0: et arg
� z
z0

�
= arg (z)� arg (�z)

jznj = jzjn ; n 2 N� et arg (zn) = n arg (z)
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Preuve. Soit z = jzj (cos (�) + i sin (�)) ; z0 = j�zj (cos (�0) + i sin (�0)) deux
nombres complexes (forme trigonométrique).
1) jz � z0j = jzj � jz0j et arg (z � z0) = arg (z) + arg (z0)

z � z0 = jzj (cos (�) + i sin (�))� j�zj (cos (�0) + i sin (�0))
= jzj � j�zj [cos (�) cos (�0)� sin (�) sin (�0)

+i (cos (�) sin (�0) + sin (�) cos (�0))]

= jzj � j�zj (cos (� + �0) + i sin (� + �0)) :

2)
�� z
z0

�� = jzj
jz0j ; z

0 6= 0:et arg
�
z
z0

�
= arg (z)� arg (z0) :

z

z0
=

jzj (cos (�) + i sin (�))
j�zj (cos (�0) + i sin (�0)) �

cos (�0)� i sin (�0)
cos (�0)� i sin (�0)

=
jzj
j�zj

�
cos (�) cos (�0) + sin (�) sin (�0)

cos2 (�0) + sin2 (�0)

+i
cos (�) sin (�0)� sin (�) cos (�0)

cos2 (�0) + sin2 (�0)

�
=

jzj
j�zj (cos (� � �

0) + i sin (� � �0))

3) jznj = jzjn ; n 2 N� et arg (zn) = n arg (z) (Par récurrance )
a) jznj = jzjn
pour n = 1 : jz1j = jzj1
posons jznj = jzjn ; montrons jzn+1j = jzjn+1��zn+1�� = jzn � zj

= jznj � jzj
= jzjn � jzj
= jzjn+1

b) arg (zn) = n arg (z) ; n 2 N�
pour n = 1 : arg (z1) = 1 arg (z)
8n 2 N� : posons arg (zn) = n arg (z) ; démontrons arg (zn+1) = (n+ 1) arg (z)
on a

arg
�
zn+1

�
= arg (zn � z)
= arg (zn) + arg (z) ; 1) d�aprés b)

= (n+ 1) arg (z) :
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Exercice 4.6.1 soit les nombres complexes z = 1 + i
p
3; z0 = 1� i

1) Mettre sous la forme trigonométrique : z; z0; z � z0; z
z0 ; z

2

2) Mettre sous la forme algébrique z � z0

Solution. .
1)

z = 2(cos(
�

3
) + i sin(

�

3
)); z0 =

p
2(cos(

�

4
)� i sin(�

4
));

z � z0 = 2
p
2(cos(

�

12
) + i sin(

�

12
));

z

z0
=
p
2(cos(

7�

12
) + i sin(

7�

12
));

z2 = z � z = 4(cos(2�
3
) + i sin(

2�

3
))

2)
z � z0 = 1 +

p
3 + i(

p
3� 1):

4.7 Forme exponentielle

D �nition 4.7.1 Soit z = r (cos � + i sin �), on pose ei� = cos (�) + i sin (�) :
On appelle forme exponentielle d�un nombre complexe z la forme :

z = rei� avec r = jzj et � = arg (z) :

Exemple 4.7.1 La forme exponentielle de nombre complexe z = 1 + i est

z =
p
2ei

�
4 :

La forme exponentielle de nombre complexe z =
p
3
2
� i3

2
est

z =
p
3e�i

�
3 :

4.8 Formule d�Euler

D �nition 4.8.1 Pour tout réel �, on a :

cos (�) =
ei� + e�i�

2

sin (�) =
ei� � e�i�

2i
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Exemple 4.8.1 En utilisant la formule d�Euler, linéariser sin3 (�) et cos4 (�)

sin3 (�) =

�
ei� � e�i�

2i

�3
= � 1

8i

��
ei�
�3 � 3 �ei��2 e�i� + 3ei� �e�i��2 � �e�i��3�

= � 1
8i

�
ei3� � 3ei� + 3e�i� � e�i3�

�
= �1

4

�
ei3� � e�i3�

2i
� 3e

i� � e�i�
2i

�
= �1

4
sin (3�) +

3

4
sin (�) :

et

cos4 (�) =

�
ei� + e�i�

2

�4
=

1

16

��
ei�
�4
+ 4

�
ei�
�3
e�i� + 6

�
ei�
�2 �
e�i�

�2
+ 4ei�

�
e�i�

�3
+
�
e�i�

�4�
=

1

16

�
ei4� + 4ei2� + 6 + 4e�i2� + e�i4�

�
=

1

8

�
ei4� + e�i4�

2
+ 4

ei2� + e�i2�

2
+
6

2

�
=

1

8
(cos (4�) + 4 cos (2�) + 3)

4.9 Formule de moivre

Proposition 4.9.1 Pour tout réel � et tout entier n, on a

(cos (�) + i sin (�))n = cos (n�) + i sin (n�)

Preuve.On vamontrer (cos (�) + i sin (�))n = cos (n�)+i sin (n�) (par récurrence)

1) Pour n = 0 :
�

(cos (�) + i sin (�))0 = 1
cos (0� �) + i sin (0� �) = 1 vraie

2) On suppose (cos (�) + i sin (�))n = cos (n�) + i sin (n�) et montrons
que
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(cos (�) + i sin (�))n+1 = cos ((n+ 1) �) + i sin ((n+ 1) �)

(cos (�) + i sin (�))n+1 = (cos (�) + i sin (�))n (cos (�) + i sin (�))

= (cos (n�) + i sin (n�)) (cos (�) + i sin (�))

= cos (n�) cos (�)� sin (n�) sin (�)
+i (cos (n�) sin (�) + sin (n�) cos (�))

= cos (n� + �) + i sin (n� + �)

= cos ((n+ 1) �) + i sin ((n+ 1) �)

Alors, (cos (�) + i sin (�))n = cos (n�) + i sin (n�) :

Exemple 4.9.1 En utilisant la formule de Moivre, on calcule cos (3�) et
sin (3�) en fonction de cos (�) et sin (�) :

(cos (�) + i sin (�))3 = cos (3�) + i sin (3�)

(cos (�) + i sin (�))3 = cos3 (�) + i3 cos2 (�) sin (�)� 3 cos (�) sin2 (�)� i sin3 (�)
=

�
cos3 (�)� 3 cos (�) sin2 (�)

�
+ i
�
3 cos2 (�) sin (�)� sin3 (�)

�
= cos (3�) + i sin (3�)

Alors,
�
cos (3�) = cos3 (�)� 3 cos (�) sin2 (�)
sin (3�) = 3 cos2 (�) sin (�)� sin3 (�) :

4.10 Racine carrée d�un nombre complexe

D �nition 4.10.1 Soit Z = a + ib un nombre complexe. Si le nombre
z = x+ iy est une racine carrée de Z c-à-d

p
Z = z , Z = z2 alors :

1) Si Z = 0 donc z = 0:
2) Si Z = c (c 2 R) donc,�

z = �
p
c si c > 0

z = �i
p
c si c < 0

3) Si Z = a+ ib avec b 6= 0.
Soit z = x+ iy racine carrée de Z�

z2 = Z
jz2j = jZj ,

�
x2 � y2 + 2ixy = a+ ib
x2 + y2 =

p
a2 + b2

,

8<:
x2 � y2 = a:::::::::::::: (1)
2xy = b:::::::::::::::::: (2)

x2 + y2 =
p
a2 + b2::::: (3)
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Alors,
(1) + (3) on a : 2x2 = a+

p
a2 + b2 ) x = �

p
a+

p
a2 + b2

(3)� (1) on a : 2y2 = b+
p
a2 + b2 ) y = �

p
b+

p
a2 + b2

(2) on a :
�

si 2xy > 0 alors, x et y sont de même signe.
si 2xy < 0 alors, x et y sont des signes di¤érents.

Exemple 4.10.1 Soit Z = 3� 4i, on va calculer les racines carrées de Z
on a :
Soit z2 = Z , (x+ iy)2 = 3� 4i8><>:

x2 � y2 = 3::::::::::::::::::::: (1)
2xy = �4::::::::::::::::::::::::: (2)
x2 + y2 =

q
32 + (�4)2 = 5:::::: (3)

(1) + (3) : 2x2 = 8) x2 = 4) x = �3:
(3)� (1) : 2y2 = 2) y2 = 1) y = �1:
(2) : 2xy = �4 < 0 alors, x et y sont des signes di¤érents
Donc, z1 = 3� i ,z2 = �3 + i:

Exemple 4.10.2 On va calculer les racines carrées de nombres complexe
Z = �2

On cherche z = x+ iy tel que z2 = Z. On a

z2 = �2) z2 = i22

) z =
p
i22

) z1 = i
p
2 et z2 = �i

p
2

4.11 Racines n-ièmes d�un nombre complexe

D �nition 4.11.1 Soit Z = a+ ib un nombre complexe.
Pour déterminer les racines n� i�emes de Z on a :
1) On écrit Z sous forme exponentielle Z = rei(�+2k�) ;
2) zk les racines n� i�emes de Z si

zk =
n
p
Z ) zk =

n
p
rei(�+2k�); k = f0; 1; 2; :::; n� 1g

) zk =
n
p
rei

�+2k�
n ; k = f0; 1; 2; :::; n� 1g
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Exemple 4.11.1 On va calculer les racines quatri�emes de Z = 1 + i
p
3

On écrit Z = 1 + i
p
3 sous forme exponentielle alors :

jZj =

r
(1)2 +

�p
3
�2
=
p
4 = 2

� = arg (z) :

8><>:
cos (�) =

1

2

sin (�) =

p
3

2

) � =
�

3
+ 2k� = k 2 Z

Donc les racines quatrièmes de Z sont

zk =
4
p
2ei(

�
3
+2k�) 14 ; k = f0; 1; 2; 3g :

Alors,

z0 =
4
p
2ei

�
12 ; z1 =

4
p
2ei

7�
12 ; z2 =

4
p
2ei

13�
12 ; z4 =

4
p
2ei

19�
12 :

4.12 Résolution des équations dans C
Proposition 4.12.1 Soit l�équation du scond degré az2 + bz + c = 0, où
a; b; c 2 C et a 6= 0, et soit � = b2 � 4ac le discriminant.
On distingue quatre cas :
1) Si � > 0, on a deux solutions réelles :

z1 =
�b�

p
�

2a
; z2 =

�b+
p
�

2a
:

2) Si � = 0, on a une racine double

z0 =
�b
2a
:

3) Si � < 0; on a deux solutions complexes

z1 =
�b� i

p
j�j

2a
; z2 =

�b+ i
p
j�j

2a
:

4) Si � = �+ i� avec � 6= 0, on a deux solutions

z1 =
�b� �
2a

; z2 =
�b+ �
2a

;

où � est la racine carrée de �:
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4.12. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DANS C

Exemple 4.12.1 On va résoudre dans C l�équation : z2 � (3 + 4i) z � 1 +
5i = 0 : On à

� = [� (3 + i)]2 � 4 (�1 + 5i) = �3 + 4i

On cherche � = x+ iy racine carrée de �: Donc

�2 = 4)

8><>:
x2 � y2 = �3 ::: (1)
2xy = 4 ::: (2)

x2 + y2 =
q
(�3)2 + 42 = 5 ::: (3)

(1) + (3) : 2x2 = 2) x2 = 1) x = �1:
(3)� (1) : 2y2 = 8) y2 = 4) y = �2
(2) : 2xy > 0, alors x et y de même signe
Donc �1 = 1 + 2i et �2 = ��1 = �1� 2i:
Alors, les solutions de l�équation sont

z1 =
�b� �
2a

=
3 + 4i� 1� 2i

2
=
2 + 2i

2
= 1 + i

z2 =
�b+ �
2a

=
3 + 4i+ 1 + 2i

2
=
4 + 6i

2
= 2 + 3i:

Exercice 4.12.1 Soient les deux nombres complexe Z = 2+4i
1�i et W = 4

p
3 + 4i

1) Ecrire Z sous forme algèbrique.
2) Déterminer les racines carrées de Z:
3) Ecrire W sous forme exponentielle.
4) Déterminer les racines cubiques de W:
5) Résoudre dans C l�équation : z2 � 8

p
3z + 64 = 0:

Solution. 1) La forme algèbrique de Z :

Z =
2 + 4i

1� i =
(2 + 4i) (1 + i)

(1� i) (1 + i) =
�2 + 6i
2

= �1 + 3i

2) Les racines carrées de Z :
Soit z2 = Z , (x+ iy)2 = �1 + 3i8><>:

x2 � y2 = �1::::::::::::::::::::: (1)
2xy = 3::::::::::::::::::::::::: (2)

x2 + y2 =
q
(�1)2 + 32 = 2:::::: (3)

(1) + (3) : 2x2 = 1) x2 = 1
2
) x = � 1p

2
:
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(3)� (1) : 2y2 = 3) y2 = 3
2
) y = �

q
3
2
:

(2) : 2xy = 3 > 0 alors, x et y sont de même signe.

Donc, z1 = 1p
2
+
q

3
2
i,z2 = � 1p

2
�
q

3
2
i:

3) La forme exponzntielle de W :

W = rei�

On va calculer r = jW j ; � = arg (W )

r = jW j =
p
x2 + y2 =

r�
4
p
3
�2
+ 42 = 8

� = arg (W ) :

(
cos � = x

jW j =
4
p
3
8
=

p
3
2

sin � = y
jW j =

4
8
= 1

2

) � =
�

6
+ 2k� : k 2 Z

Alors,
W = 8ei

�
6

4) Les racines cubiques de W :
Soit

W = 8ei(
�
6
+2k�)

Donc, les racines cubiques de W sont :

Wk =
3

q
8ei(

�
6
+2k�) = 2ei(

�
6
+2k�) 13 ; k 2 f0; 1; 2g

Alors,
W0 = 2e

i �
18 ;W1 = 2e

i 13�
18 ;W2 = 2e

i 25�
18 :

5) Résoulution danc C l�équation : z2 � 8
p
3z + 64 = 0:

� =
�
�8
p
3
�2
� 4 (64) = �64 = i264

On a, p
4 = �i8

Alors, les solutions de l�équation sont

z1 =
�b�

p
4

2a
=
8
p
3� 8i
2

= 4
p
3� 4i

z2 =
�b+

p
4

2a
=
8
p
3 + 8i

2
= 4

p
3 + 4i:
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Exercice 4.12.2 : Résoudre dans C l�équation :

(1 + 2i)Z2 � (9 + 3i)Z � 5i+ 10 = 0
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Chapitre 5

Polynômes et Fractions
Rationnelles

Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif d�un des corps Q;R
ou C:

5.1 Généralités

D �nition 5.1.1 On appelle polynôme à coe¢ cients dans K l�expression
dé�nie par :

P (x) =
nX
k=0

akx
k = anx

n + an�1x
n�1 + :::+ a2x

2 + a1x+ a0 ; n 2 N

où a0; a1; :::; an sont des éléments de K appelés coe¢ cients du polynôme
P (x), et x une variable indéterminée.
On note par K [x] l�ensemble de tous les polynômes à coe¢ cients dans

K.

Exemple 5.1.1 P (x) =
P2

k=0 akx
k = 5x3 � 2x2 + 3 est polynômes à coef-

�cients dans K = R

D �nition 5.1.2 .
i) Si tous les coe¢ cients ak = 0, alors P (x) = 0 est appelé le polynôme

nul.
ii) On appelé polynômes constant tous polynômes de la forme P (x) =

a0.
iii) Si an = 1, on dit que P (x) est un polynôme unitaire.
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5.2. OPÉRATIONS SUR LES POLYNÔMES

D �nition 5.1.3 On appelle degré d�un polynôme P , et note par deg (P ),
le plus grand entier k tel que ak 6= 0:
Autrement dit,

deg (P ) = max fk 2 N; ak 6= 0g :

On note par Kn [x] l�ensemble de tous les polynômes inférieur ou égal à n
et à coe¢ cients dans K.

Kn [x] = fP 2 Kn [x] j deg (P ) � ng :

Remarque 5.1.1 .
1) Un polynôme constant non nul est un polynôme de degré 0:
2) Le polynôme nul n�a pas de degré.

Exemple 5.1.2 .
� x3 � 5x+ 3

4
est un polynôme de degré 3

� xn + 2 est un polynôme de degré n:
� 2 est un polynôme constant de degré 0:

5.2 Opérations sur les polynômes

D �nition 5.2.1 (Égalité) Soient P = anx
n + an�1x

n�1 + ::: + a2x
2 +

a1x + a0 et Q = bnxn + bn�1xn�1 + ::: + b2x2 + b1x + b0 deux polynômes à
coe¢ cients dans K. On dit que P et Q sont égaux ssi :

P = Q, ak = bk pour k = f0; 1; 2; :::; ng ;

D �nition 5.2.2 (Addition)
Soient P = anx

n + an�1x
n�1 + ::: + a2x

2 + a1x + a0 et Q = bnx
n +

bn�1x
n�1+ :::+ b2x

2+ b1x+ b0 deux polynômes à coe¢ cients dans K; Alors
P +Q 2 K [x] et on a

P+Q = (an + bn)x
n+(an�1 + bn�1)x

n�1+:::+(a2 + b2)x
2+(a1 + b1)x+(a0 + b0) :

D �nition 5.2.3 (Multiplication)
Soient P = anx

n + an�1x
n�1 + ::: + a2x

2 + a1x + a0 et Q = bnx
n +

bn�1x
n�1+ :::+ b2x

2+ b1x+ b0 deux polynômes à coe¢ cients dans K; Alors
P �Q 2 K [x] et on a

P �Q = crxr + cr�1xr�1 + :::+ c2x2 + c1x+ c0;

avec r = n+m et ck =
P

i+j=k aibj avec k = f0; 1; 2; :::; rg
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D �nition 5.2.4 (Multiplication par un scalaire)
Soient P = anx

n + an�1x
n�1 + ::: + a2x

2 + a1x + a0 un polynôme de
K [x] ; et � 2 |. Alors �P deK [x] et on a

�P = �anx
n + �an�1x

n�1 + :::+ �a2x
2 + �a1x+ �a0:

Exemple 5.2.1 Soient P = x3 � 2x+ 1 et Q = x2 + 3x� 2

P +Q = (1 + 0)x3 + (3� 2)x+ (1� 2)
= x3 + x� 1

et

P �Q = (1� 2)x5 + (1� 3)x4 + (1� (�2)) x3 + ((�2)� 1)x3

+((�2)� 3)x2 + ((�2)� (�2)) x+ (1� 1)x2 + (1� 3)x+ 1� (�2)
= 2x5 + 3x4 � 4x3 � 5x2 + 7x� 2

Proposition 5.2.1 Soient les polynômes P;Q;R 2 K [x] Alors
1) 0 + P = P , P +Q = Q+ P; (P +Q) +R = P + (Q+R) :
2) 1� P = P; P �Q = Q� P; (P �Q)�R = P � (Q�R) :
3) P � (Q+R) = (P �Q) + (P �R) :

Proposition 5.2.2 Soient P;Q deux polynômes à coe¢ cients dans K [x].
Alors

deg (P �Q) = deg (P ) + deg (Q)

deg (P +Q) � max (degP; degQ)

5.3 Division euclidienne

D �nition 5.3.1 Soient A;B 2 K [x] avec deg (B) � deg (A), on dit que
B divise A (ou B diviseur de A) s�il existe un polynôme Q 2 K [x] tel que
A = BQ. On note BjA:
On dit aussi que A est multiple de B ou que A est divisible par B.

Exemple 5.3.1 .
Le polynôme P (x) = x� 2 divise la polynôme Q (x) = x2� 3x+2 car :

x2 � 3x+ 2 = (x� 2) (x� 1) :
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5.3. DIVISION EUCLIDIENNE

D �nition 5.3.2 .
Soit A 2 K [x] tel que deg (A) � 1: On dit que P est un polynôme irré-

ductible si ses seuls diviseurs sont les polynômes constants et les polynômes
qui lui sont associés, c�est-à-dire les polynômes de la forme �A, � 2 K.
Dans le cas contraire, on dit que A réductible, c�est-à-dire il existe

alors des polynômes B;Q 2 K [x] tels que A = BQ, avec deg (B) � 1
et deg (Q) � 1:

Exemple 5.3.2 .
� Les polynômes de degré 1 sont toujours irréductibles.
� Dans C [x] ; les polynômes irréductibles sont les polynômes de degré 1.
� Dans R [x] ; les polynômes irréductibles sont les polynômes de degré 1
et les polynômes de degré 2 de discriminant négatif.
� x2 + 1 = (x+ i) (x� i) est réductible dans C [x] mais est irréductible
dans R [x] :

Th or mme 5.3.1 (Division euclidienne)
Soient A;B 2 K [x] avec deg (B) � deg (A) et B 6= 0, alors il existe un

unique polynôme Q et il existe un unique polynôme R tels que

A = BQ+R avec deg (R) < deg (B)

A est appelé le dividende, B le diviseur, Q le quotient et R le reste de la
division euclidienne de A par B:

Exemple 5.3.3 La division euclidienne du polynôme
A (x) = 2x4 � x3 � 2x2 + 3x� 1 par B (x) = x2 � x+ 1

alors
A (x) =

�
x2 � x+ 1

� �
2x2 + x� 3

�
� x+ 2:
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CHAPITRE 5. POLYNÔMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

Exemple 5.3.4 En utilisant le shéma de Horner. E¤ectuer la division eu-
clidienne de

P (x) = x4 � 3x3 + 2x2 � x+ 2 par Q (x) = x� 3:

1 �3 2 �1 2
3 0 3 0 6 15
1 0 2 5 17

Alors
P (x) = (x� 3)

�
x3 + 2x+ 5

�
+ 17:

5.4 Racines d�un polynôme

D �nition 5.4.1 Soit P un polynôme non nul de K [x] et � 2 K. On dit
que � est une racine (ou un zéro) de P si P (�) = 0:

Proposition 5.4.1 Soit P un polynôme non nul de K [x] et � 2 K. Alors :

� est une racine de P , P divisible par (x� �) :

Exemple 5.4.1 Soit P 2 R [x] ; P (x) = x3 + 4x2 � 2x� 3
On a P (1) = (1)3 + 4 (1)2 � 2 (1)� 3 = 0; alors 1 est une racine de P:
La division euclidienne du polynôme P (x) par x� 1

x3 +4x2 �2x �3 X -1
-x3 +x2 x2 +5x +3

5x2 �2x -3
-5x2 +5x

3x -3
-3x +3
0 0

Alors
P (x) = (x� 1)

�
4x2 + 5x+ 3

�
D �nition 5.4.2 Soit k 2 N�. On dit que � 2 | est une racine de multi-
plicité k de P si (x� �)k divise P et que (x� �)k+1 ne divise pas P: On
dit aussi que � est une racine d�ordre k.

Remarque 5.4.1 Lorsque k = 1 on parle d�une racine simple, lorsque
k = 2 on parle d�une racine double, lorsque k = 3 on parle d�une racine
triple, ..etc

80



5.5. FACTORISATION D�UN POLYNÔME

Exemple 5.4.2 P (x) = (x� 3)2 (x� 5) (x� 1)3;
5 racine simple, 3 racine double, 1 racine triple.

Proposition 5.4.2 Les propositions suivantes sont équivalantes :
i) � est une racine de multiplicité k de P;
ii) Il existe Q 2 [x] tel que P (x) = (x� �)kQ(x) et Q (�) 6= 0:
iii) P (�) = P 0 (�) = ::: = P (k�1) (�) = 0 et P (k) (�) 6= 0:

Exemple 5.4.3 Soit P (X) = x3 + x2 � 2 et Q (X) = x3 + 3x2 � 4: Alors,
1) 1 racine simple de P car :

P (1) = 13 + 12 � 2 = 0
P 0 (X) = 3X2 + 2X ) P 0 (1) = 5 6= 0

Donc,
P (x) = (x� 1)

�
x2 + 2x+ 2

�
2) (�2) racine double de Q car :

Q (�2) = (�2)3 + 3 (�2)2 � 4 = 0
Q0 (X) = 3X2 + 3X ) Q0 (�2) = 0
Q00 (X) = 6X + 3) Q00 (�2) = �6 6= 0

Donc,
Q(x) = (x+ 2)2 (x� 1) :

5.5 Factorisation d�un polynôme

Th or mme 5.5.1 Soit P 2 K [x] un polynôme de degré n � 1. Alors P
s�écrit comme un produit de polynômes irréductibles unitaires,

P = �P k11 P
k2
2 :::P

kr
r

où � 2 K�, r 2 N�, ki 2 N� et les Pi sont des polynômes irréductibles
distincts.

Th or mme 5.5.2 (Factorisation dans C [x]) Les polynômes irréduc-
tibles dans C [x] sont les polynômes de degré 1:
La factoristion d�un polynôme de degré n � 1 s�écrit,

P = � (x� �1)k1 (x� �2)k2 ::: (x� �r)kr

où �1; �2; :::; �r sont les racines distinctes de P et k1; k2; :::; kr sont leurs
multiplacité.
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Exemple 5.5.1 Soit le polynôme P (x) = x4 � 1: Alors

P (x) = x4 � 4 =
�
x2 � 2

� �
x2 + 2

�
=

�
x�

p
2
��
x+

p
2
��
x� i

p
2
��
x+ i

p
2
�
:

Th or mme 5.5.3 Soit P un polynôme à coe¢ cients réels admet le nombre
complexe z (Im (z) 6= 0) comme racine. Alors z est aussi racine de P avec
le même ordre de z:

Exemple 5.5.2 Soit P (x) = x2 + 2x + 2 admet �1 + i comme racine.
Alors, �1� i est une racine de P:

P (x) = x2 + 2x+ 2 = (x� (�1 + i)) (x� (�1� i))
= (x+ 1� i) (x+ 1 + i)

Th or mme 5.5.4 (Factorisation dans R [x]) Les polynômes irréduc-
tibles dans R [x] sont les polynômes de degré 1 et les polynômes de degré 2
avec � < 0:
La factoristion d�un polynôme de degré n � 1 s�écrit :

P = � (x� �1)k1 (x� �2)k2 ::: (x� �r)kr Qn11 Qn22 :::Qnss
où les �i sont exactement les racines réelles distinctes de multiplicité ki et
Qi sont les polynômes irréductibles de degré 2:

Exemple 5.5.3 Soit le polynôme P (x) = x4 � 1: Alors

P (x) = x4 � 1 =
�
x2 � 1

� �
x2 + 1

�
= (x� 1) (x+ 1)

�
x2 + 1

�
:

Remarque 5.5.1 On va factriser P (x) = ax2 + bx+ c où a; b; c 2 R:
1) Si � > 0, alors on a,

P (x) = a (x� x1) (x� x2)

où x1 = �b�
p
�

2a
et x2 = �b+

p
�

2a
:

2) Si � = 0, alors on a x0 = �b
2a
; et

P (x) = a (x� x0)2

3) Si � < 0, alors on a :
a) Dans R : pas de factorisation.

b) Dans C, on az1 =
�b�i

p
j�j

2a
et z2 =

�b+i
p
j�j

2a
; et

P (x) = a (x� z1) (x� z2)
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Exemple 5.5.4 factriser dans R puis dans C

P (x) = 2x2 + 3x� 5; Q (x) = x2 + 3x+ 9; R (x) = 2x2 + 3x+ 5:

5.6 Fractions rationnelles

D �nition 5.6.1 Soient P et Q deux polynômes à coe¢ cients dans K avec
Q 6= 0. On appelle fraction rationnelle F le quotient de P par Q et on note

F =
P

Q
:

D �nition 5.6.2 (Pôle) Soit � 2 K. Alors
1) On dit que � est une racine (ou zéro) d�ordre k de F =

P

Q
si et

seulement si � est une racine d�ordre k de P et � n�est pas racine de Q:

2) On dit que � est un pôle d�ordre k de F =
P

Q
si et seulement si �

est une racine d�ordre k de Q:

Exemple 5.6.1 .

1)
(x� 2)2

x2 + 1
, 2 racine double, i et �i deux pôles simples dans C, mais

n�a pas de pôles dans R.

2)
x2 + 1

(x� 2)3
, i et �i deux racines simples dans C, mais n�a pas de racines

dans R. 2 est un pôle d�ordre 3:

D �nition 5.6.3 (Partie entière) Soient P;Q 2 K [x] et F =
P

Q
avec

deg (P ) � deg (Q) : Alors, il existe deux polynômes E et R tel que P =
EQ+R avec deg (R) < deg (Q) : Donc

F = E +
R

Q
:

E est appelée la partie entière de F:

Remarque 5.6.1 .
1) Pour trouver E et R, on e¤ectuons la division euclidienne de P par

Q.
2) Si deg (P ) < deg (Q) alors E = 0:
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Exemple 5.6.2 .

1) Soit F =
x3 + 1

x2
: On a

F =
x3 + 1

x2
= x+

1

x2
:

Ici la partie entière E = x:

2) Soit F =
x4 � 3
x2 + 1

: On a

F =
(x4 � 1)� 2
x2 + 1

=
(x2 � 1) (x2 + 1)� 2

x2 + 1

= x2 � 1� 2

x2 + 1
:

Ici la partie entière E = x2 � 1:

5.7 Décomposition en éléments simples

Th or mme 5.7.1 (Dans C) Soit
P

Q
fraction rationnelle avec P;Q 2

C [x] ; pgcd(P;Q) = 1 et Q = (x� �1)k1 (x� �2)k2 ::: (x� �r)kr : Alors il
existe une seule écriture

P

Q
= E +

a1

(x� �1)k1
+

a2

(x� �2)k1�1
+ :::+

ak1
(x� �1)

+
b1

(x� �2)k2
+

b2

(x� �2)k2�1
+ :::+

bk2
(x� �2)

+:::

+
c1

(x� �r)kr
+

c2

(x� �r)kr�1
+ :::+

ckr
(x� �r)

:

Exemple 5.7.1 .
1)

1

x2 + 1
=

1

(x+ i) (x� i) =
1

2 (x+ i)
� 1

2 (x� i) :

2)

x4 � 8x2 + 9x� 7
(x� 2)2 (x+ 3)

= x+ 1 +
�1

(x� 2)2
+

2

x� 2 +
�1
x+ 3

:
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3)

x3 + 2x

(x2 + 1)2
=

x3 + 2x

(x+ i)2 (x� i)2

=
�i

4 (x� i)2
+

1

2 (x� i) +
i

4 (x+ i)2
+

1

2 (x+ i)
:

Th or mme 5.7.2 (Dans R) .

Soit
P

Q
fraction rationnelle avec P;Q 2 R [x] ; pgcd(P;Q) = 1

et Q = (x� �1)k1 ::: (x� �r)kr (x2 + p1x+ q1)n1 :::: (x2 + psx+ qs)ns avec
�i < 0 pour i = 1; ::; s: Alors il existe une seule écriture

P

Q
= E +

a1

(x� �1)k1
+

a2

(x� �2)k1�1
+ :::+

ak1
(x� �1)

+:::

+
c1

(x� �r)kr
+

c2

(x� �r)kr�1
+ :::+

ckr
(x� �r)

+
A1x+B1

(x2 + p1x+ q1)
n1 + :::+

An1x+Bn1

(x2 + p1x+ q1)
+:::

+
C1x+D1

(x2 + psx+ qs)
ns + :::+

Cnsx+Dns

(x2 + psx+ qs)

Exemple 5.7.2 Décomposer en éléments simples dans R [x] :

F =
x4 � x2 + 1
x3 � x2

Solution. On a deg (x4 � x2 + 1) > deg (x3 � x2). On e¤ectue la division
euclidienne, on trouve

x4 � x2 + 1 =
�
x3 � x2

�
(x+ 1) + 1

Alors

F = x+ 1 +
1

x3 � x2

On pose

G =
1

x3 � x2
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On a deg (G) < 0 , et 1 pôle simple et 0 pôle double.

G =
1

x2 (x� 1) :

On en déduit que

G =
1

x2 (x� 1) =
a

x
+
b

x2
+

c

x� 1

avec a; b; c 2 R: Alors

c =
1

x2

����
x=1

= 1

b =
1

x� 1

����
x=0

= �1

D�autre part

lim
x!+1

xG = a+ c = 0

) a = �c = �1

Alors
F = x+ 1� 1

x
� 1

x2
+

1

x� 1 :

Exercice 5.7.1 Soit le polynôme R [X] dé�ni par :

P (X) = X4 + 3X3 + 4X2 + 3X + 1

1) Véri�er que (�1) est une racine de P; quelle est sa multiplicité.
2) Factoriser P (X) en facteurs irréductibles dans R [X] puis dans C [X] :
3) Décomposer en éléments simples dans R [X] la fraction rationnelle :

F (X) =
2X + 1

P (X)
:

Solution.
P (X) = X4 + 3X3 + 4X2 + 3X + 1

1) Véri�cation de (�1) est une racine de P
P(�1) = 0 alors (�1)est une racine de P
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De plus :

�P (X) = 4X3 + 9X2 + 8X + 3) �P (�1) = 0
½P (X) = 12X2 + 18X + 8) ½P (�1) = 2 6= 0

Donc (�1) est une rasine double de P (X) :
2) Factoriser P dans R [X] puis dans C [X]
Comme (�1) est une rasine double de P (X) on a,

P (X) = (X + 1)2Q (X)

on e¤ectuer la division euclidienne de P par (X + 1)2 = X2 + 2X + 1.
On trouve :

P (X) = (X + 1)2
�
X2 +X + 1

�
On va factoriser X2 +X + 1 dans R :

4 = �3 < 0

Alors :
P (X) = (X + 1)2

�
X2 +X + 1

�
Factoriser dans R [X] :
Dans C :
On va factoriser X2 +X + 1 dans C :
On a :

4 = �3 = i23

Alors,

X1 =
�1 + i

p
3

2

X2 =
�1� i

p
3

2

Donc,

P (X) = (X + 1)2
 
X +

1� i
p
3

2

! 
X +

1 + i
p
3

2

!

Factoriser dans C [X] :
3) Décomposition la fraction rationnelle : F (X) = 2X+1

P (X)
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La factoriser de P (X) dans R [X] est

P (X) = (X + 1)2
�
X2 +X + 1

�
Comme (�1) est un pôle double et X2 + X + 1 est irréductible (4 < 0) ;
la décomposition de F s�écrit :

F =
2X + 1

(X + 1)2 (X2 +X + 1)
=

a

(X + 1)2
+

b

(X + 1)
+

cX + d

X2 +X + 1

On a :

a =
2X + 1

X2 +X + 1

����
X=�1

= �1

On remplace la valeur de a = �1 dans F :

2X + 1

(X + 1)2 (X2 +X + 1)
=

�1
(X + 1)2

+
b

(X + 1)
+

cX + d

X2 +X + 1

) 2X + 1

(X + 1)2 (X2 +X + 1)
+

1

(X + 1)2
=

b

(X + 1)
+

cX + d

X2 +X + 1

) X2 + 3X + 2

(X + 1)2 (X2 +X + 1)
=

b

(X + 1)
+

cX + d

X2 +X + 1

) (X + 1) (X + 2)

(X + 1)2 (X2 +X + 1)
=

b

(X + 1)
+

cX + d

X2 +X + 1

Alors :

(X + 2)

(X + 1) (X2 +X + 1)
=

b

(X + 1)
+

cX + d

X2 +X + 1
:::::: (�)

D�aprés (�) on a :

b =
(X + 2)

X2 +X + 1

����
X=�1

= 1

On remplace la valeur de b = 1 dans (�) :

(X + 2)

(X + 1) (X2 +X + 1)
=

1

(X + 1)
+

cX + d

X2 +X + 1

) (X + 2)

(X + 1) (X2 +X + 1)
� 1

(X + 1)
=

cX + d

X2 +X + 1

) 1�X2

(X + 1) (X2 +X + 1)
=

cX + d

X2 +X + 1
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Alors :
�X + 1

X2 +X + 1
=

cX + d

X2 +X + 1

Par comparaison, on a :
c = �1; d = 1

La décomposion de F est :

F (X) =
2X + 1

(X + 1)2 (X2 +X + 1)
=

�1
(X + 1)2

+
1

(X + 1)
+

�1X + 1
X2 +X + 1

:

Exercice 5.7.2 :
Soit le polynôme P = X4 � 4X3 + 3X2 + 4X � 4
- Véri�er que : 1;�1 et 2 sont des racines de P .
- Quelle est la multiplicité de chacune de ces racines.
- Factoriser P .
- Soit le le polynôme Q = X4�X2+1, e¤ectuer la division euclidienne

de Q par P:
- Décomposer en éléments simples la fraction P

Q
:
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Chapitre 6

Calcul Matriciel, Calcul des
déterminants

Dans ce chapitre, | désigne un corps. On peut penser à Q, R ou C.

6.1 Calcul Matriciel

6.1.1 Dé�nitions

D �nition 6.1.1 - Une matrice A est un tableau rectangulaire d�éléments
de |.
- Elle est dite de taille n�p si le tableau possède n lignes et p colonnes.
- Les nombres du tableau sont appelés les coe¢ cients de A.
- Le coe¢ cient situé à la i� �eme ligne et à la j � �eme colonne est noté

ai;j .
Un tel tableau est représenté de la manière suivante :

A =

0BBBBBB@
a1;1 a1;2 : a1;j : a1;p
a2;1 a2;2 : a2;j : a2;p
: : : : : :
ai;1 ai;2 ai;j ai;p
: : : : : :
an;1 an;2 : an;j : an;p

1CCCCCCA
ou

A = (ai;j)1�i�n
1�j�p

ou (ai;j)
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Exemple 6.1.1

A =

�
3 6 4
1 �7 0

�
est une matrice de 2 lignes et 3 colonnes. A 2 M2;3, et on a : a1;1 = 3 et
a2;3 = 0.

D �nition 6.1.2 Deux matrices sont égales lorsqu�elles ont la même
taille et que les coe¢ cients correspondants sont égaux.

Exemple 6.1.2 Résoudre l�équation A = B avec

A =

�
x 1 2
0 x2 � y �2

�
; B =

�
2 1 2
0 �1 �2

�
Comme A = B alors,�

x = 2
x2 � y = �1 )

�
x = 2
y = 4

La solution est donc x = 2 et y = 4:

Remarque 6.1.1 L�ensemble des matrices à n lignes et p colonnes à co-
e¢ cients dans | est noté Mn;p(|). Les éléments de Mn;p(R) sont appelés
matrices réelles.

6.1.2 Matrices particulières

� Si n = p (même nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite
matrice carrée. On note Mn(|) au lieu de Mn;n(|):

Les éléments a1;1; a2;2; :::; an;n forment la diagonale principale de la
matrice.
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Exemple 6.1.3

A =

0@ 0 1 3
2 4 5
6 2 3

1A
� A est une matrice carrée de taille 3� 3 ou A3:
� Les éléments 0; 4; 3 forment la diagonale principale de la matrice

A:

� Une matrice qui n�a qu�une seule ligne (n = 1) est appelée matrice
ligne ou vecteur ligne. On la note A = (a1;1 a1;2:::a1;p) :

Exemple 6.1.4
A =

�
�3 7 0 2 9

�
� De même, une matrice qui n�a qu�une seule colonne (p = 1) est appelée

matrice colonne ou vecteur colonne. On la note A =

0BBBB@
a1;1
a2;1

an;1

1CCCCA
Exemple 6.1.5

A =

0BB@
2
0
�5
3

1CCA
� La matrice A de taille n� p dont toutes les éléments nuls est appelée

la matrice nulle et est notée 0n;p.

Exemple 6.1.6

A =

0BB@
0 0 0 ::: 0
0 0 ::: ::: 0
: : :
0 0 ::: ::: 0

1CCA
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6.2 Opération sur les matrices

6.2.1 Addition de matrices

D �nition 6.2.1 Soient A et B deux matrices ayant la même taille n�p.
Leur somme C = A+B est la matrice de taille n� p dé�nie par

cij = aij + bij:

En d�autres termes, on somme coe¢ cients par coe¢ cients.

Exemple 6.2.1 Si

A =

�
0 5
�2 �1

�
, B =

�
3 �2
1 7

�
Alors

A+B =

�
0 + 3 5 + (�2)
�2 + 1 �1 + 7

�
=

�
3 3
�1 6

�
Par contre
Si

A =

0@ 5
7
3

1A ; B =
0@ �3 1 5

8 �7 4
0 2 9

1A Alors A+B n�est pas dé�nie.

6.2.2 Soustraction de matrices

D �nition 6.2.2 Soient A et B deux matrices ayant la même taille n�p.
Leur soustraction C = A�B est la matrice de taille n� p dé�nie par

cij = aij � bij:

Exemple 6.2.2 Si

A =

�
0 1 5
2 4 1

�
, B =

�
3 0 �2
3 1 6

�
Alors

A�B =
�
0� 3 1� 0 5� (�2)
2� 3 4� 1 1� 6

�
=

�
�3 1 7
�1 3 �5

�
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6.2.3 Produit d�une matrice par un scalaire

D �nition 6.2.3 Le produit d�une matrice A = (ai;j) de Mn;p(|) par un
scalaire � 2 | est la matrice (�ai;j) formée en multipliant chaque coe¢ cient
de A par �.
Elle est notée �:A (ou simplement �A).

Exemple 6.2.3 Soit A =

�
3 �3 3
2 1 0

�
; et � = 1

2
; alors �A = 1

2
A =�

3
2

�3
2

3
2

1 1
2

0

�
:

Proposition 6.2.1 Soient A;B et C trois matrices appartenant àMn;p(|).
Soient �; � 2 | deux scalaires.
1. A+B = B + A : la somme est commutative,
2. A+ (B + C) = (A+B) + C : la somme est associative,
3. A+ 0 = A : la matrice nulle est l�élément neutre de l�addition,
4. (�+ �)A = �A+ �A,
5. �(A+B) = �A+ �B.

Exercice 6.2.1 Soient les matrices A =

0@ �7 2
0 �1
1 �4

1A ; B =
0@ 2 1
�2 0
�3 �1

1A
1- Calculer A�B et 2A� 3B.

Solution.

A�B =

0@ �7 2
0 �1
1 �4

1A�
0@ 2 1
�2 0
�3 �1

1A =

0@ �9 1
2 �1
4 �3

1A

2A� 3B = 2

0@ �7 2
0 �1
1 �4

1A� 3
0@ 2 1
�2 0
�3 �1

1A =

0@ �14 4
0 �2
2 �8

1A�
0@ 6 3
�6 0
�9 �3

1A
=

0@ �20 1
6 �2
11 �5

1A
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6.2.4 Multiplication de matrices

Le produit AB de deux matrices A et B est dé�ni si et seulement si le
nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

D �nition 6.2.4 Soient A = (ai;j) une matrice n � p et B = (bi;j) une
matrice p � q. Alors le produit C = AB est matrice de n � q dont les
coe¢ cients cij sont dé�nis par :

cij =

pX
k=

aikbkj

On peut écrire le coe¢ cient de façon plus développée :

cij = ai1b1j + ai2b2j ++aikbkj ++aipbpj:

Exemple 6.2.4 Soient A =
�

1 0 �3
�4 2 1

�
; B =

0@ 0 2
�1 1
3 2

1A

AB =

�
1 0 �3
�4 2 1

�
�

0@ 0 2
�1 1
3 2

1A
=

�
(1) (0) + (0) (�1) + (�3) (3) (1) (2) + (0) (1) + (�3) (2)
(�4) (0) + (2) (�1) + (1) (3) (�4) (2) + (2) (1) + (1) (2)

�
=

�
�9 �4
1 �4

�
Calculer le coe¢ cient cij dans le produit AB revient donc à calculer le
produit scalaire des vecteurs formés par la i� �eme ligne de A et la j� �eme
colonne de B.

Remarque 6.2.1 Le produit de matrices n�est pas commutatif en général.
Soient AB et BA dé�nis et de la même taille , on a en général AB 6= BA:

Exemple 6.2.5 Si

A =

�
1 �1 2
3 0 �3

�
; B =

0@ 1 1
2 �1
1 �1

1A
Calculer AB, et BA:
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Solution.

AB =

�
1 �1 2
3 0 �3

�0@ 1 1
2 �1
1 �1

1A =

�
1 0
0 6

�

et

BA =

0@ 1 1
2 �1
1 �1

1A� 1 �1 2
3 0 �3

�
=

0@ 4 �1 �4
�1 �2 7
�2 �1 5

1A
Alors AB 6= BA:

Exemple 6.2.6 Soient A =
�
3 1
2 �2

�
; B =

�
2 �1
3 3

�
On a

AB =

�
9 0
�2 �8

�
; BA =

�
4 4
15 �3

�
� AB = 0 n�implique pas A = 0 ou B = 0. En d�autres termes, on peut

avoir A 6= 0 et B 6= 0 mais AB = 0.

Exemple 6.2.7 Soient A =
�
0 �1
0 6

�
; B =

�
1 �3
0 0

�
On a AB = 0:

� AB = AC n�implique pas B = C. On peut avoir AB = AC et B 6= C.

Exemple 6.2.8 Soient A =

�
0 �1
0 3

�
; B =

�
4 �1
5 4

�
; et C =�

2 5
5 4

�
On à

AB = AC =

�
�5 �4
15 12

�
Proposition 6.2.2 .
1. A(BC) = (AB)C : associativité du produit,
2. A(B + C) = AB + AC et (B + C)A = BA + CA : distributivité du

produit par rapport à la somme,
3. A:0 = 0 et 0:A = 0.
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6.2.5 Transposition d�une matrice

D �nition 6.2.5 On appelle transoposée d�une matrice A de type (n; p)
et de terme général aij; la matrice notée tA
obtenue en changant les lignes et les colonnes de même indice i de A

A = (aij),t A =t (aij) = aji:

Exemple 6.2.9 Soient A, B et C

A =

�
�1 �2
3 4

�
; B =

0@ 5 3
�1 2
0 7

1A ; C = � 5 3 1
�

alors

At =

�
�1 3
�2 4

�
; B =

�
5 �1 0
3 2 7

�
; C =

0@ 5
3
1

1A :
Th or mme 6.2.1 Soient A et B deux matrices et � un scalaire :
1- (At)t = A;
2- (�A)t = �At;
3- (A+B)t = At +Bt;
4- (AB)t = BtAt:

Exemple 6.2.10 .

1- Soit A =
�
2 �1 3
0 �1 5

�
; alors tA =

0@ 2 0
�1 �1
3 5

1A
et t (tA) =

�
2 �1 3
0 �1 5

�
= A:

2- Soit A =
�
2 �1 3
0 �1 5

�
; alors �A =

�
2� �1� 3�
0 �1� 5�

�
et t (�A) =

0@ 2� 0
�1� �1�
3� 5�

1A = �

0@ 2 0
�1 �1
3 5

1A = �tA:

3- Soit A =
�
2 �1 3
0 �1 5

�
et B =

�
�1 2 0
3 �4 6

�
;

alors A+B =
�
1 1 3
3 �5 11

�
)t (A+B) =

0@ 1 3
1 �5
3 11

1A
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et tA+tB =

0@ 2 0
�1 �1
3 5

1A+
0@ �1 3

2 �4
0 6

1A =

0@ 1 3
1 �5
3 11

1A =t (A+B) :

4- Soient C =
�

1 �2
�4 3

�
et D =

�
�3 1 4
1 0 �2

�
;

alors CD =
�
�5 1 8
15 �4 28

�
)t (CD) =

0@ �5 15
1 �4
8 28

1A
puis tDtC =

0@ �3 1
1 0
4 �2

1A� 1 �4
�2 3

�
=

0@ �5 15
1 �4
8 28

1A =t (CD)

6.2.6 La trace d�une matrice

D �nition 6.2.6 Soit la matrice carrée A de taille n� n.
La trace de la matrice A est le nombre obtenu en additionnant les élé-

ments diagonaux de A. Autrement dit,

trA = a11 + a22 + :::+ ann:

Exemple 6.2.11 Soient

A =

�
2 1
0 5

�
; et B =

0@ 1 1 2
3 2 8
10 0 �10

1A
alors trA = 2 + 5 = 7 et trB = 1 + 2 + (�10) = �7:

Th or mme 6.2.2 Soient A et B deux matrices n� n. Alors :
1. tr(A+B) = trA+ trB;
2. tr(�A) = �trA pour tout � 2 |;
3. tr(AB) = tr(BA).

6.3 Matrices carrées particulières

Soit A une matrice carrée d�ordre n
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6.3.1 Matrice diagonale

D �nition 6.3.1 Une matrice carrée dont tous les éléments sont nuls sauf
de la diagonale principale est appelée matrice diagonale.
A = (aij) avec aij = 0 pour i 6= j a la forme suivante ::0BBBBBB@

a1;1 0 : 0 : 0
0 a2;2 : 0 : 0
: 0 : : : :
0 0 0 ai;i 0 0
: : : : : :0
0 0 : 0 0 an;n

1CCCCCCA

Exemple 6.3.1 Soit A =

0@ 1 0 0
0 �1 0
0 0 3

1A une matrice diagonale.

6.3.2 Matrice identité

D �nition 6.3.2 On appelle matrice identité oumatrice unité la ma-
trice diagonale où les éléments de la diagonale principale sont égaux à 1
A = (aij) avec aii = 1. On note In ou I.

Proposition 6.3.1 AI = IA = A avec

� I2 =
�
1 0
0 1

�
à d�ordre 2:

� I3 =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A à d�ordre 3:

Exemple 6.3.2 :

Remarque 6.3.1 Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un rôle
analogue à celui du nombre 1 pour les réels. C�est l�élément neutre pour la
multiplication.

6.3.3 Matrice scalaire

D �nition 6.3.3 On appelle matrice scalaire la matrice diagonale où
les éléments de la diagonale principalae sont égaux.
A = (aij) avec aii = � 2 |:
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Proposition 6.3.2 .

Si A =

0@ � 0 0
0 � 0
0 0 �

1A) A = �I = �

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A :
6.3.4 Puissance d�une matrice

D �nition 6.3.4 Pour tout A 2Mn(K), on dé�nit les puissances succes-
sives de A par A0 = In et Ap+1 = Ap � A pour tout p 2 N. Autrement
dit,

Ap = A� A� :::::� A| {z }
p facteurs

Si A est diagonale,

A =

0@ a11 0 0
0 a22 0
0 0 a33

1A
alors

A2 =

0@ a211 0 0
0 a222 0
0 0 a233

1A ; A3 =

0@ a333 0 0
0 a322 0
0 0 a333

1A ; etc.
En particulier, In = I pour tout entier positif n:

Exercice 6.3.1 Soit A =

0@ 1 3 1
0 �1 0
0 0 �2

1A
Calculer A2 et A3:

Solution.

A2 = AA =

0@ 1 3 1
0 �1 0
0 0 �2

1A0@ 1 3 1
0 �1 0
0 0 �2

1A =

0@ 1 0 �1
0 1 0
0 0 4

1A
et

A3 = A2A =

0@ 1 0 �1
0 1 0
0 0 4

1A0@ 1 3 1
0 �1 0
0 0 �2

1A =

0@ 1 3 5
0 �1 0
0 0 �8

1A
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Formule du binôme

Comme la multiplication n�est pas commutative alors

(A+B)2 = (A+B)� (A+B)
= A2 + AB +BA+B2:

Proposition 6.3.3 Soient A et B deux éléments deMn(|) qui commutent,
c�est-à-dire tels que AB = BA. Alors, pour tout p 2 N, on a la formule

(A+B)p =

pX
k=0

CkpA
kBp�k:

Exercice 6.3.2 Soient

A =

0@ 0 0 1
0 1 0
1 1 2

1A ; B =
0@ 1 0 0
0 0 2
1 �1 0

1A :
Calculer A2; B2; AB et BA.

Solution. Calcule

A2 =

0@ 1 1 2
0 1 0
2 3 5

1A ; B2 =
0@ 1 0 0
2 �2 0
1 0 �2

1A
AB =

0@ 1 �1 0
0 0 2
3 �2 2

1A ; BA =
0@ 0 0 1
2 2 4
0 �1 1

1A

6.3.5 Matrice symétrique

D �nition 6.3.5 Matrice carrée dont les éléments symétriques par rap-
port à la diagonale sont égaux (aij = aji) :

Exemple 6.3.3 Soit

A =

0@ � 2 �3
2 � 9
�3 9 


1A
Proposition 6.3.4 :
Une matrice carrée A telle que A =t A est symétrique.
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6.3.6 Matrice antisymétrique

D �nition 6.3.6 Matrice carrée dont les éléments symétriques par rap-
port à la diagonale sont opposés et ceux de la diagonale principale nuls
(aij = �aji et aii = 0).

Exemple 6.3.4

A =

0@ 0 �1 3
1 0 �6
�3 6 0

1A
Proposition 6.3.5 :
Une matrice carrée A telle que A = �tA est antisymétrique.

6.3.7 Matrice triangulaire

D �nition 6.3.7 Matrice carrée dont les éléments sont nuls au-dessus
(aij = 0 pour i > j :matrice triangulaire supérieure)
ou au-dessous (aij = 0 pour i < j : matrice triangulaire inférieure).

Exemple 6.3.5 .

�Matrice triangulaire supérieure : A =
�
2 �1
0 3

�
; B =

0@ 1 3 �1
0 �1 5
0 0 6

1A :
�Matrice triangulaire inférieure : C =

�
1 0
1 3

�
; D =

0@ 1 0 0
�2 0 0
0 4 3

1A :
6.3.8 Matrice inversble

D �nition 6.3.8 Soit A 2Mn (|). On dit qu�elle est inversible s�il existe
une matrice B 2Mn (|) telle que :

AB = BA = In

On appelle B l�inverse de A et notée A�1.

Exemple 6.3.6 Soit A =

0@ 2 1 �1
0 3 1
2 1 0

1A
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Pour véri�e que A�1 = 1
6

0@ �1 �1 4
2 2 �2
�6 0 6

1A on a,

AA�1 =

0@ 2 1 �1
0 3 1
2 1 0

1A 1

6

0@ �1 �1 4
2 2 �2
�6 0 6

1A
=

1

6

0@ 2 1 �1
0 3 1
2 1 0

1A0@ �1 �1 4
2 2 �2
�6 0 6

1A
=

1

6

0@ 6 0 0
0 6 0
0 0 6

1A = I3

Exercice 6.3.3 Soit A =
�
1 �2
3 �5

�
.Déterminer A�1:

Solution. Supposons A�1 =
�
a b
c d

�
2M2 (R) ; alors

A� A�1 = I2

on a, �
1 �2
3 �5

�
�
�
a b
c d

�
=

�
1 0
0 1

�
;

alors, �
a� 2c b� 2d
3a� 5c 3b� 5d

�
=

�
1 0
0 1

�
;

donc, 8>><>>:
a� 2c = 1
b� 2d = 0
3a� 5c = 0
3b� 5d = 1

;

alors ;
a = �5; b = 2; c = �3; d = 1

donc,

A�1 =

�
�5 2
�3 1

�
:
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Proposition 6.3.6 1- Si A est inversible, alors son inverse est unique.
2- Soit A une matrice inversible. Alors A�1 est aussi inversible et on

a : (A�1)�1 = A:
3- Soient Aet B deux matrices inversibles de même taille. Alors AB est

inversible et
(AB)�1 = B�1A�1:

Exercice 6.3.4 Soit A =

0@ 0 1 �1
�3 4 �3
�1 1 0

1A
1) Trouver �; � 2 R tel que : A2 + �A+ �I3 = 0; où I3 est la matrice

unité d�ordre 3.
2) Véri�er que la matrice A est inversible.
3) Calculer A�1.

Solution. 1) On va calcul A2 + �A+ �I3 = 0 :

A2 =

0@ 0 1 �1
�3 4 �3
�1 1 0

1A�
0@ 0 1 �1
�3 4 �3
�1 1 0

1A =

0@ �2 3 �3
�9 10 �9
�3 3 �2

1A

A2 + �A+ �I3 =

0@ �2 3 �3
�9 10 �9
�3 �3 �2

1A+ �
0@ 0 1 �1
�3 4 �3
�1 1 0

1A+ �
0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
= 03

Alors �
�2 + � = 0
3 + � = 0

) � = 2; � = �3:

2) Véri�er que la matrice A est inversible.
On a,

A2 + �A+ �I3 = 0) A2 � 3A� 2I3 = 0
) A (A� 3I3) = 2I3

) A

�
1

2
(A� 3I3)

�
= I3

Alors, A est inversible.
3) Calculer A�1
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A�1 =
1

2
(A� 3I3)

=
1

2

0@0@ 0 1 �1
�3 4 �3
�1 1 0

1A� 3
0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A1A :
=

1

2

0@ �3 1 �1
�3 1 �3
�1 1 �3

1A
Alors,

A�1 =

0@ �3
2

1
2

�1
2

�3
2

1
2

�3
2

�1
2

1
2

�3
2

1A :

Exercice 6.3.5 Soit A =

0@ 1 0 2
0 �1 1
1 �2 0

1A
Calculer A3 � A. En déduire que A est inversible puis déterminer A�1:

6.4 Calcul des déterminants

6.4.1 Déterminant d�une matrice carrée d�odre 2

D �nition 6.4.1 Soit A 2 M2 (|) une matrice 2 � 2, A =

�
a b
c d

�
:

Alors det (A) =

���� a b
c d

���� = ad� cb
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Exemple 6.4.1 Soit A =
�
1 �2
3 �5

�
On a

det (A) =

���� 1 �2
3 �5

���� = 1� (�5)� 3� (�2) = 1
6.4.2 Déterminant d�une matrice caréée d�odre 3

D �nition 6.4.2 Soit A 2M3 (|) une matrice 3� 3;

A =

0@ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A
Voici la formule (c�est la régle de Sarrus ) pour le déterminant :

detA = a11a22a33+ a12a23a31+ a13a21a32� a31a22a13� a32a23a11� a33a21a12

Attension : Cette méthode ne s�applique pas pour les matrices de taille
supérieure à 3.

Exemple 6.4.2 Calculons le déterminant de la matrice A =

0@ 2 1 0
1 �1 3
3 2 1

1A
Par la régle de Sarrus :
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detA = 2� (�1)� 1 + 1� 3� 3 + 0� 1� 2
�3� (�1)� 0� 2� 3� 2� 1� 1� 1

= �6

6.4.3 Déterminant d�une matrice carrée d�ordre n

D �nition 6.4.3 Soit A 2Mn (|) une matrice de taille n� n

A =

0BBBBBB@
a11 a12 : a1;j : a1n
a21 a22 : a2j : a2n
: : : : : :
ai1 ai2 aij ain
: : : : : :
an1 an2 : anj : ann

1CCCCCCA
On peut alors développer le calcul du déterminant de A suivant une ligne

ou une colonne :
� Développement suivant la ligne i :

det(A) =
nX
j=1

(�1)i+j :aij: det (Aij) =
nX
j=1

aij:Cij

� Et le développement suivant la colonne j :

det(A) =
nX
i=1

(�1)i+j :aij: det (Aij) =
nX
i=1

aij:Cij:

Le terme Cij = (�1)i+j det (Aij) est appelé le cofecteur du terme aij et
le terme det (Aij) est appelé le mineur du terme aij:

Exemple 6.4.3 Soit A =

0@ �2 2 �3
�1 1 3
4 0 �1

1A
Calcul de détermiant par rapport à la ligne 1 :

det (A) =

������
�2 2 �3
�1 1 3
4 0 �1

������ =
3X
j=1

(�1)1+j :a1j: det (A1j)

= (�1)1+1 a11 det (A11) + (�1)1+2 a12 det (A12) + (�1)1+3 a13 det (A13)

= + (�2)
���� 1 3
0 �1

����� 2 ���� �1 3
4 �1

����+ (�3) ���� �1 1
4 0

����
= �2 (1� (�1)� 0� 3)� 2 ((�1)� (�1)� 4� 3)� 3 ((�1)� 0� 4� 1)
= 2 + 22 + 12 = 36
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Exercice 6.4.1 Calculer le déterminant des matrices suivant :

A =

0@ 1 2 �1
2 4 �3
1 �1 �1

1A ; B =
0@ 2 0 1
5 �4 �2
3 �2 3

1A ; C =
0BB@
1 �2 3 2
0 �3 0 2
2 1 1 �2
4 �3 0 1

1CCA
Solution. .

det (A) =

+ � +������
1 2 �1
2 4 �3
1 �1 �1

������
= +1

���� 4 �3
�1 �1

����� 2 ���� 2 �3
1 �1

����+ (�1) ���� 2 4
1 �1

����
= �3

Alors det (A) = �3:
det (B) = �30 ( calculer le déterminant par rapport à la ligne 1 )
det (C) = 3 ( calculer le déterminant par rapport à la colonne 3 )

det (C) =

+ � + ���������
1 �2 3 2
0 �3 0 2
2 1 1 �2
4 �3 0 1

��������
+
�
+

= +3

������
0 �3 2
5 1 �2
4 �3 1

������+ 1
������
1 �2 2
0 �3 2
4 �3 1

������
= 3

Proposition 6.4.1 Soient A;B 2Mn (|)
1/ det(tA) = det(A):
2/ det(A:B) = det(A):det(B)
3/ det(�A) = �ndet(A):

4/ det

0BBBBBB@
a1;1 0 : 0 : 0
0 a2;2 : 0 : 0
: : : : : :
0 0 ai;j 0
: : : : : :
0 0 : 0 : an;n

1CCCCCCA = a1;1:a2;2:::an;n:
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5/ det

0BBBBBB@
a1;1 a1;2 : a1;j : a1;n
a2;1 a2;2 : a2;j : a2;n
: : : : : :

�ai;1 �ai;2 �ai;j �ai;n
: : : : : :
an;1 an;2 : an;j : an;n

1CCCCCCA = �:det

0BBBBBB@
a1;1 a1;2 : a1;j : a1;n
a2;1 a2;2 : a2;j : a2;n
: : : : : :
ai;1 ai;2 ai;j ai;n
: : : : : :
an;1 an;2 : an;j : an;n

1CCCCCCA
6.4.4 Comatrice-Matrice adjointe

D �nition 6.4.4 Soit A 2Mn (|) une matrice carrée de taille n� n.
On appelle comatrice ( oumatrice adjointe ) de A; la matrice carrée

d�ordre n; notée com (A) (ou adj (A)) dé�nie par :

com (A) =

0BBBB@
C11 C12 ::: ::: C1n
C21 C22 ::: ::: C2n
::: ::: ::: ::: :::
::: ::: ::: ::: :::
Cn1 Cn2 ::: ::: Cn;n

1CCCCA
où Cij est le cofacteur de l�élément aij de A dé�nie à partir du mineur

det (Aij) par la relation Cij = (�1)i+j det (Aij) :

Exemple 6.4.4 Soit la matrice A =

0@ 1 2 3
�1 2 0
2 1 4

1A, calculons comatrice
de A

On a Com (A) =

0@ C11 C12 C13
C21 C22 C23
C31 C32 C33

1A

Com (A) =

0BBBBBB@
+
2 0
1 4

� �1 0
2 4

+
�1 2
2 1

� 2 3
1 4

+
1 3
2 4

� 1 2
2 1

+
2 3
2 0

� 1 3
�1 0

+
1 2
�1 2

1CCCCCCA
Alors,

Com(A) =

0@ 8 4 �5
�5 �2 3
�6 �3 4

1A
109



CHAPITRE 6. CALCUL MATRICIEL, CALCUL DES
DÉTERMINANTS

6.4.5 Matrice inverse

D �nition 6.4.5 Si le déterminant d�une matrice A est non nul (det (A) 6= 0),
alors A est inversible, son inverse étant donnée par :

A�1 =
1

det (A)

t

(Com (A))

Exemple 6.4.5 Soit A =

0@ 1 2 3
�1 2 0
2 1 4

1A ; on a Com (A) =
0@ 8 4 �5
�5 �2 3
�6 �3 4

1A

det (A) =

������
1 2 3
�1 2 0
2 1 4

������
+
�
+

= +3
�1 2
2 1

� 0 1 2
2 1

+ 4
1 2
�1 2

= 1

Comme det (A) = 1 6= 0; alors 9A�1 tel que

A�1 =
1

det (A)

t

(Com (A)) =
1

1

0@ 8 4 �5
�5 �2 3
�6 �3 4

1A
A�1 =

0@ 8 4 �5
�5 �2 3
�6 �3 4

1A

Exercice 6.4.2 : Soit A =

0@ 1 2 3
2 3 4
3 5 7

1A ; B =
0@ 1 3 7
2 4 8
5 0 6

1A
1- Calculer det (A) et det (B) :
2- Calculer A�1 et B�1 s�il existent.

Solution. .
1) Calculons le det (A) et det (B) :

det (A) =

������
1 2 3
2 3 4
3 4 5

������ = 0
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et

det (B) =

������
3 1 �2
3 �2 4
�3 4 �1

������ = �63
2) Calculons A�1 et B�1 s�ils existent
Comme det (A) = 0 on a : A n�est pas inversible.
et det (B) = �63 6= 0 alors, B est inversible
tel que

B�1 =
1

det (B)

t

com (B)

En e¤et :

com (B) =

0BBBBBB@
+

���� �2 4
4 �1

���� �
���� 3 4
�3 �1

���� +

���� 3 �2
�3 4

����
�
���� 1 �2
4 �1

���� +

���� 3 �2
�3 �1

���� �
���� 3 1
�3 4

����
+

���� 1 �2
�2 4

���� �
���� 3 �2
3 4

���� +

���� 3 1
3 �2

����

1CCCCCCA
=

0@ �14 �9 6
�7 �9 �15
0 �18 �9

1A
Alors :

t (com (B)) =

0@ �14 �7 0
�9 �9 �18
6 �15 �9

1A
Par conséquant :

B�1 =
1

�63

0@ �14 �7 0
�9 �9 �18
6 �15 �9

1A =

0@ 2
9

1
9
0

1
7

1
7

2
7

�2
21

5
21

1
7

1A :

Exercice 6.4.3 : Pour quelles valeurs du paramêtre t la matrice suivante
est-elle inversible ?
Dans ce cas, déterminer son inverse.

A =

0@ 1 0 t
2 1 0
0 1 1

1A :
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