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Introduction

Ce polycopié est dédié aux étudiants de la premiére année des classes
préparatoires aux grandes écoles des sciences de gestion, il peut étre aussi
utile & ceux de la premiére année LMD pour les domaines Mathématiques
et Informatique, Sciences et Techniques, Sciences de la Matiére et Sciences
de la Nature et de la Vie. Avoir de solides bases dans ce domaine, qui est
devenu un outil indispensable pour I'innovation et les nouvelles technolo-
gies, était I'objectif principal fixé lors de la rédaction de ce polycopié. En
outre, les chapitres traités sont conformes au programme établi en algebre
dans les classes préparatoires aux grandes écoles des sciences de gestion.

le cours contient les notions a assimiler. Il convient d’en apprendre les
définitions et les énoncés des resultats principaux. les démenstrations don-
née doivent comprises ainsi que les exemples proposés tout au long du cours.

En effet, cet ouvrage comporte six chapitres,

le premier est une éléments logiques.

Dans le second chapitre, nous allons ensembles et applications.

Le troisiéme chapitre structure algebrique dans le quatrieme chapitre.

Nous allons ensuites traiter les nombres complexes dans le cinquiéme
chapitre les polyndomes et fractions rationnelles, et on termine par les cacules
matriciels et calcul déterminant dans le dernier chapitre.

vi



Algebre I

(Algébre général)

Chapitre 1 : Elément de logique mathématique
Chapitre 2 : Ensembles et Applications
Chapitre 3 : Structure Algebrique



Chapitre 1

Elément de Logique
mathématique

1.1 Généralités

1.1.1 Enoncé

Dmfinition 1.1.1 On appele énoncé mathématique toute phrase fabriquée
a l'aide des symboles, "ayant un sens”.

Exemple 1.1.1 << Le carrée d’un nombre réel est un nombre négatif >>

Pour tous z € R, 22 <0

1.1.2 Proposition

Dmfinition 1.1.2 Une proposition (ou assertion ) est une phrase (énoncé
mathématique) pouvant étre vrai (V) ou faux (F), pas les deuxr en méme
temps.

1l est d’usage de noter une proposition en utilisant une lettre majuscule,
par exemple, P,Q, R,...etc.

Exemple 1.1.2 .

1) <3 < 25> est une proposition fausse.

2) « 25 est un multiple de 5 » est vraie et « 19 est un multiple de 3 »
est une proposition fausse.

3) «Pour tout x € R on a x? > 0» est une proposition vraie.

4) « f est une fonction paire» n’est pas une proposition.



1.2. CONNECTEURS LOGIQUE

1.1.3 Table de vérité

Dmfinition 1.1.3 Une table de vérité (tableau de vérité) est un tableau
contient les valeurs d’une proposition P.

P
%
F

La valeur de vérité ~ (vraie ou fausse ) = 2" ( o n le nombre des propo-
sitions ).

1.2 Connecteurs logique

les connecteurs logiques permettent & partir des proposition P, (), ...de
crée de nouvelles propositionss dites propositions composées on pent dé-
terminer la valeur de vérité a partir des valeurs de vérité des propositions
PQ,...

Les cing connecteurs logiques usuels sont « non», « et», « ou», « =>»
et « < ».

1.2.1 Négation (non)

Dmfinition 1.2.1 La négation de P qui est notée non (P), P ou =P est
une proposition qui est vraie si P est fausse, et elle est fausse lorsque P
est vraie.

P | non (P)
VI F
v

Exemple 1.2.1 .
e non (/4 est un nombre positif) est (4 n’est pas un nombre positif).

e non(x=y) est (x £vy).
e non (x> 0) est (xr <0).

1.2.2 Conjonction (et)

Dafinition 1.2.2 La conjonction (PetQ) qui est notée (P A\ Q) , et qu’elle
est vraie si et seulement si P et () sont vraies en méme temps et fausse
dans tous les autres cas.



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

Table de vérité :

PlQ|PetQ
VIV %
VI|IF F
F |V F
F|F F

Exemple 1.2.2 .

o | (1+1=3)et(2+2=4)| est proposition fausse.

o | (38 est multiple de 2) et (19 est impair) | est proposition vraie.

7 (N i
-~ ~~

14 1%

1.2.3 Disjonction (ou)

Dufinition 1.2.3 La disjonction de (PouQ) qui est notée (P V Q) , et qu’elle
est vraie St au MOINS une Proposition vraie.
Table de vérité :

PlQ|Pou@
VIV 1%
VI|F 1%
FlV Vv
F|F F

Exemple 1.2.3 .

o [ (1+1=3)ou(24+2=4)| est proposition vraie.

o | (5 est multiple de 2) ou (5 < 0) | est proposition fausse.
~——

[\ S
-~

F F

1.2.4 Implication (=)

DHfinition 1.2.4 L’implication de P vers Q) on dit aussi (P implique Q)
ou (st P alors Q)qui est notée (P = Q) , et qu’elle fausse si P est vraie
et () est fausse, vraie dans tous les autres cas.

4



1.2. CONNECTEURS LOGIQUE

La table de vérité :

PlQ|P=Q
ViV V
V| F F
v V
F | F %

Remarque 1.2.1 Dans l"implication P => @, P s’appelle I’hypothése et
Q@ la conclusion.

Exemple 1.2.4 .
1) 22 =4 =2 =2 est fausse (car 1> =4 = v =+2 ).
2) ¥ €] — oo, —4[ = 2% + 3x — 4 > 0 est vraie (étudier l'inégalité).
3) 2=—2= (—2)* =14 est vraie.
4) 242 =>5= 2 =2 est vraie (F = F est toujours vraie).

1.2.5 Equivalence (<)

Dmfinition 1.2.5 L’équivalence de P et () on dit aussi (P si et seulement
si Q) qui est notée (P < Q) est une proposition qui est vraie si Pet Q) sont
vraies ou fausses simultanément L’équivalence de P.

Tableau de vérité :

PsqQ

M <<
o < | <O
<| == <

Exemple 1.2.5 .
1) n pair < n? pair
2) Pourz etyce Roxxy=0cx=00uy=0
ThEorEmme 1.2.1 .
- (P = Q)< ((nonP) ou Q)
(PeQ e (P=Q) e(@Q=P)

Preuve. - (P = Q) < ((nonP) ou Q)
nonP | P = @ | (nonP

~—

ou @)

| | =] <
o <] | <
<<=~
<<= =
<<= =
<l<|<|<|?




CHAPITRE 1. ELEMENT DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

- (PeQ)e (P=Q)et (Q=P)

PlQ|P=Q|Q=P|(P=Q)et(Q=P)| (P=Q) | <.
VIV V V % V V
V| F F %4 F F %4
F|V Vv F F F V
F | F F F Vv Vv Vv

Proposition 1.2.1 Soient P, (Q et R trois propositions. Nous avons les
équivalences vraies suivantes :

1) non (nonP) < P
2) (PetQ) < (QetP)
3) (Pou®) & (QouP)
(donc "et”et ”ou”sont commutatifs)
5) non (PetQ) < (nonP) ou (nonQ)
non (Pou®) < (nonP) et (non@Q)
5) [P et (Qou R)| < [(PetQ)ou (P et R).
(La conjonction ”et”est distributive par rapport a la disjonction ”ou”)
6) [Pou (Qet R)] < [(PouQ@) et (P ou R)|.
(La disjonction ”ou”est distributive par rapport a la conjonction ”et”)
N[(P=Q) et (Q=R)]=(P=R).
8) (P = Q) < [(nonQ) = (nonP)] (Contraposée).
Preuve. 1) non (nonP) < P

} ( lois de Morgan)

P | nonP | non (nonP) | non (nonP) < P
VI F V V
F\|V F V

2) La conjonction "et” et la disjonction ”ou” sont commutatives

P|Q|PetQ | PetQ | (PetQ) < (PetQ)
VIV 74 % Vv
VIF F F %
Fl1V F F %
F | F F F %4
Pl Q|Pou@ | Pou@ | (PouQ) < (Pou@)
VIV Vv Vv Vv
VI|F Vv Vv Vv
F|V Vv Vv Vv
F | F F F \%4




1.2. CONNECTEURS LOGIQUE

3) [non (P et Q) < (nonP) ou (non@Q)], [non (P ou Q) < (nonP) et (nonQ))

=

R

(nonP) ou (non@)

(nonP) ou (nonQ)

P | Q| nonP | nonQ | Pet @ | non(P et Q)

P | Q| nonP | non@ | Pou@ | non(P et Q)

4) [P et (Qou R)] < [(PetQ)ou(P et R)

B [ o o s s
x

2 P o e o R e
=

S8 o [ e [ [ [
A

S

S e o (R e [ [ [
A

/s

S

QS
SN
&

A

=

N NN S
S
SN
NSNS NYE
AN NN,

5) [P ou (Q et R)] < [(P ou Q) et (P ou R)]

Pou@ | PouR

v
v
F
F
V
V
F
F

P|Q|R|QetR|Pou (QetR)
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6) [(P=Q) et (Q= R)]= (P=R)
PIQIRIP=Q|Q=R|(P=Q)et(Q@Q=R)| P=R|(6)
ViV Vv V V \%4 \%4 V
VIV IF V F F F %4
VIF |V F \%4 F %4 V
VIF|F F Vv F F |4
Fyviv V V V V V
FIVIF % F F \%4 V
FIVF |V V V V \%4 V
F I F|F V V \%4 \%4 V
7) (P = Q) < [(nonQ) = (nonP)]
Pl Q| P=Q | nonP | non@ | (nonQ) = (nonP) | < .
ViV Vv F F \%4 \%4
VIF F F %4 F \%4
v V V F \%4 \%4
F|F 1% 1% 1% 1% 1%

1.3 Quantificateurs

Soit P(x) une proposition qui depend d’un parameétre x défini sur un
ensemble E (z € F).

Dnfinition 1.3.1 .
- Le quantificateur universel "Va” signifie :

" Pour tout x” ou” Quelque soit x”
- le quantificateur existentiel
7 dx” signifie : 7 Il existe au moins un x”

- Le symbole

3! signifie : "Il existe un seul z"



1.3. QUANTIFICATEURS

Dafinition 1.3.2 .

. La proposition « Yx € E : P(x) » qui est vraie lorsque P(x) est vraie
pour tous les éléments x de E.

. La proposition « 3x € E : P(x) » qui est vraie lorsque P(z) est vraie
pour au moins un élément x de E.

. La proposition «3!' x € E : P(x) » il existe un unique élément x de E
tel que P(z) est vraie..

Exemple 1.3.1 .
1) Py : (Vo € R,a? + 624+ 9 =0) est fausse.
(car en prendre par exemple x = 0).
2) Py: (3z € R, 22 — 1 =0) est vraie.
(car 3z =1 € R qui vérifie z> —1 =0 ).
3) P3:(dx € N;4 —3x =0) est fausse.
(car 3z =3 qui vérifie 4 — 3z =0 mais 3 ¢ N ).

1.3.1 Négation du Quantificateurs
Soit P (x) une proposition quantifiee alors,

1) non (Vx € E, P (x)) est : 3x € E,non (P (x)).
2) non (Jz € E, P (x)) est : Vo € E, non (P (x)).

Exemple 1.3.2 .
1) non (Vz € R, 22 + 62 +9=0) est (Jr € R, 2% + 62+ 9 # 0)
2) non (3z € R, 2> > z) est (Vz € R, 2? < x)
3) non(Vx € E,P(x) = Q (z)) est (3x € E, P (x)et(non@ (x)))

1.3.2 Ordre des quantificateurs

Si l’on utilise deux fois le méme quantificateur, I'ordre n’a pas d’impor-
tance. On peut permuter les quantificateurs dans des écritures du type :

Ve € ENyeE:P(x,y)
dy € E,Jxe€ E:P(zy)
Mais si les quantificateurs sont différents, leur ordre est important.

Dans lécriture Ve € B Jy € E P (z,y) y dépend de x.
Dans lécriture 3y € £ Ve € E P (z,y) y est indépendant de z.

1. Vy e R, dx € R: x +y > 0 (il suffit prendre y = 2 + 1)

2. e R, Ve e RT: 25 <y (iciy =0).

9



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

Exercice 1.3.1 .
Donner la négation de chacune des propositions suivantes :
P :VxeR JzeR IreR,(z=n+rer<l).
Py:3eeR, AR JzeR (z>A = |f(z)—1]<e).
Py:3aeNVBeN JgeN, IreN (a=bg+retr<b).

Solution. Négations de Py, P, P3
P:3reR VeeR VreR, ,(x#n+rour>1).
Py:Vee R, VAER Vo eR (x> Acet |f(z)—1] >¢).
P;:VaeN,3Be N VgeN,VreN (a#bg+rour>b). m

Exercice 1.3.2 .

Déterminer parmi les propositions suivantes lesquelles sont vraies ou
fausses :

1-Vx e R*, Vy e R*, Vz € R*, z —xy = 0.

2-Vy e R*, dr e R*, Vz € R*, z — 2y = 0.

3-Vy e R*, Vz e R*, dxr e R*, z — 2y = 0.

Solution. .
1- Fausse car sa négation : 3z € R* dy € R*, 92 € R*, z — zy # 0 est
vraie,
eneffet Jr =1 Jy=2392=3,3—-2=1#0.
2- Fausse car sa négation : Jy € R*, Vo € R*, 2 € R*, 2z — 2y # 0 est
vraie,
en effet Jy =2, Vo € R*, 42 = 3z tel que z —xy = 3x — 2x = x # 0.
3- Vraie car Vy € R*, Vz € R*, dz = § € R* tel que z —zy = z—iy =0.
]

1.4 Types de raisonnements

Soient P et () deux propositions

1.4.1 Raisonnement direct

Dmfinition 1.4.1 Pour montrer que (P = Q) est vraie, on suppose que P
est vraie et on montre alors () est vraie.

Exemple 1.4.1 Soient a,b € R, Montrer que si a < b alors a < “TH’ <b

10



1.4. TYPES DE RAISONNEMENTS

En effet, si
a<b=a+a<bt+a| a<b=a+b<b+bd
=2a<b+a =a+b<2b
:>a§“7+b =>“T+b§b

Alors, a < “T*b < b.

1.4.2 Raisonnement par contraposée

Dafinition 1.4.2 Pour montrer que limplication (P = Q) est vraie il
suffit de montrer que Uimplication (non@ = nonP) est vraie.

[Par contraposée : (P = Q) < (non (Q) = non (P))

Exemple 1.4.2 Montrer que :
Pour tout z,y e Rz £y=(x+1)(y—1)#(x—-1)(y+1).

En utilisant la contraposée (Q = P) :
Vr,yeR (z+1)y+)=(@-1)y-1)=z=y

z+1)(y—1) = -1)y+)=2y—ov+y—1l=ay+oz—y—1
= —rH+y=xr—-y
= 2z =2
= =y

Alors, Vez,y e Rz #y=(x+1)(y—1)# (z—1)(y+1).

Exemple 1.4.3 Montrer que sz'_n2 est pair alors n est pair.
En utilisant la contraposée (Q = P) :n est impair alors n® est impair
on suppose que

n impair = dk e Z,n=2k+1
= n?=(2k+1)° =4k +4k+1
= n®=2(2k"+2k) +1
= n2=2k+1ouk=2k>+2keZ
= nimpair

Alors, sin? est pair alors n est pair.

11



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

1.4.3 Raisonnement par ’absurde

Dmfinition 1.4.3 Pour montrer que la proposition P est vraie, on montre
que la proposition non (P) est fausse.

Pour cela, on suppose que non (P) est vraie et on cherche une contra-
diction.

Exemple 1.4.4 Soient a,b > 0, Montrer que si 335 = % alors a = b.
En utilisant un raisonnement par l’absurde

On suppose : 35 = a—_l;l eta#b

a

b
L= g =alat)=b(+)

= a’+a=b+b
= d*—bv=b—a
= (a—0b)(a+b)=—(a—0)
comme a # b alors, a — b # 0, donc on peut divise par (a — b)
(a—=b)(a+b)=—(a—b)=a+b=—1
contaradiction car a,b >0 .

._,a _ b _
Alors : = o alors a = b.

S
+

Exemple 1.4.5 Montrer par l’absurde que : /2 est irrationnel.
On suppose /2 est rationnel (\/5 S Q)

Q={j/a€zZetbeNanb=1(anb=1)}
On a

2

a a

a’ = 2b°

a’ est pair

a est pair

dk € Z,a = 2k
(2k)* = 202

v’ = 2k?

b% est pair

L R

b est pair.

contradiction car a Nb = 1.
Alors : /2 est irrationnel.

12



1.4. TYPES DE RAISONNEMENTS

1.4.4 Raisonnement par contre exemple

Pour montrer qu’une proposition du type (Vz € E, P (x)) est fausse, il
suffit de montrer que sa négation est vraie .
Il suffit donc de trouver un élément x de E qui vérifie (non (P (x))) est

fausse.

Exemple 1.4.6 .
Montrer que la proposition (Vx € R, 2% — bz + 4 > 0) est fausse.
la proposition (Vx € R, 2% — bz + 4 > 0) est fausse car,
La négation de (Vx € R, 2?2 — 5z +4 > 0) est : (Ir € R, 2? — 5x +4 < 0)
On prend par exemple : x =2, on a :

22 —brx+4 = 22-5x2+4
= —2<0

Alors (Vz € R,z*> — 5z +4 > 0) est fausse.

1.4.5 Raisonnement par récurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une proposition P (n)
est vraie pour tous n € N.

Soit ¥Yn > ny € N, P(n). La démonstration se fait en 3 étapes :

1) vérfions que P (ng) est vraie.

2) On suppose que P(n) est vraie et on montrer que P (n + 1) est vraie.

Ou bien,
P(n)=P(n+1)

3) Conclusion : comme P (ng) est vraie et (P (n) = P (n+ 1)) est vraie,
alors, pour tous n € N, P (n) est vraie.

Exemple 1.4.7 Montre par récurrence que

1LY kx2bl=14+2"(n—1),
k=1
2. Soit x un réel positif, (1 + ) > 1+ nx.

3. Pour tout entier naturel n, 7" — 1 est divisible par 6.

Solution. .
1) Soit

P(n):Y kx2"'=1+2"(n-1)
k=1
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1) Pour n=1,ona

n=1

kaz’H:lszzl
k=1
1+2"(n—1)=1+2'(1-1)=1

Donc, P (1) est vraie.

2) On suppose que P (n) est vraie et on montrer que P (n + 1) est vraie.

n+1
P(n+1):Y kx2l=142"1n77
k=1
On a

n+1

D kx2 = N kx 24 (nt1)2"
k=1 k=1

= 1+42"(n—-1)+(n+1)2"
= 14+2"n—14+1+n)

= 14+2"2n

= 1+2"n,

Donc P (n + 1) est vraie.
3) Comme (1) et (2) sont vraies alors :

Y kx2=1+42"(n—1).
k=1
2) Soit
Pn):(1+z)">1+nx

1) Pour n =0, on a

(1+2)"=1+42)°"=

1 .
= 1> 1 Donc, P ‘
l4+4nr=1+0x=1 } 1 onc, P (0) est vraie

2) On suppose que P (n) est vraie et on montrer que P (n + 1) est vraie.
Pn+1): (142" >1+n+1)z??
On a

1+2)" > 14nr=142)"1+2)>1+nz)(l+z)
= (14+2)"" >1+1+n)z+ na?
=

(14+2)"" > 14 (14 n)x (car na? > 0).

14
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Donc, P (n+ 1) est vraie.
3) Comme (1) et (2) sont vraies alors :

(1+2)">1+nx
3) Soit

P(n) : ¥n>0,7"—1 est divisible par 6.
(ca-d,Vn > 0,3k € N,7" — 1 = 6k)

1) Pour n =0, on a
3k =0,7"—-1=0=0x 6= Donc, P(0) est vraie.

2) On suppose que P (n) est vraie et on montrer que P (n + 1) est vraie.
P(n+1):3keN, 7+ —1=6577
On a

1 = 7T -1
76+1)—1
6+ 7" —1
7"6 4 6k

6 (7" + k)

= 6k (ou k=17"+k)

Donc, P (n+ 1) est vraie.
3) Comme (1) et (2) sont vraies alors :

Vn > 0,7" — 1 est divisible par 6.

15



Chapitre 2

Ensembles et Applications

2.1 Ensembles et sous-ensemble

2.1.1 Généralités sur les ensembles

DHlfinition 2.1.1

— Un ensemble est une collection d’objet satisfisant un certain nombre
de propriétes et chacun de ces objets appellé élément de cet ensemble.

— Dans le cas général, on note un ensemble par une des lettres : A, B,C, E, F....

— St x est un élément de E, on dit que x appartient a E et on note
x € E. Si x n'appartient pas a E, on note x ¢ E.

~ Un ensemble particulier est l’ensemble vide, notée ) ou aussi {} qui
est l’ensemble ne contient aucun élément.

Exemple 2.1.1
e N={0,1,2,...... }ensemble des nombres entiers naturels.
o Z ={..—1,-2,0,1,2.....}ensemble des nombres entiers relatifs.

e Q= {IED pEel,q€E N*} ensemble des nombres rationnels.

o R ensemble des nombres réels.
o C ensemble des nombres complexes.

Dmlfinition 2.1.2 On appelle cardinal de E le nombre d’élément de F,
notée card(E).

Exemple 2.1.2
1. E={x€Z,|Jx —2| <1} ={1,2,3}, card(E) = 3.
2. F={A %,a,b}, card (F) =4
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2.1.2 Egalité de deux ensembles

Dmlfinition 2.1.3 Soit ¥ et F' deux ensembles, on dit que E et I sont
égaux s’ils ont les mémes éléments, on écrit £ = F.

Exemple 2.1.3 Soient A et B deux ensembles
1. A={z€eR/a*-3x+2=0} et B={1,2}.0na

2 —-3r4+2 = 0=z=1louz=2
= ze{l,2}

Alors A = B.
2. A={zeR/ |z| <1} et B=]-1,1[. On a

z] < 1= —-1<z <1
= zel]-1,1]

Alors, A = B.

2.1.3 Inclusion

Dmfinition 2.1.4 Soient A et B deux ensembles, on dit que A est inclus
dans B, si chaque élément de A est un élément de B. On note A C B. On
dit aussi (A est une partie de B) ou (A est un sous-ensemble de B). En
d’autre termes :

ACB< |[VzxeFE) : 1€ A= x € B

Remarque 2.1.1

e On dit que A n’est pas inclus dans B s’il existe au moins un élément
x de A tel que v ¢ B et on écrit A G B.

e Pour tout ensemble A, on a toujours : @ C A et A C A.

Exemple 2.1.4
1. NcZcQcRcC.
2. On considére l'ensemble : E = {—4,-2,0,3,5}. On a : {3} C E,
{—4,0,5} C E, {-2,1} ¢ E.
3. Soit A=12,3], B=[1,4], Vx € [2,3] = x € [1,4] alors, A C B.
Proposition 2.1.1 Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E.

e SiACBetBCC, alors AcC C.
e A=B&s AC BetBCA.
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2.1.4 Complémentaire d’un ensemble

Dnfinition 2.1.5 Soit A une partie d’un ensemble E.

L’ensemble des éléments de E n’appartenant o ’ensemble A est appelé
le complémentaire de A dans E. On note CpA, A® ou A.

On a alors :

Cz(A)={z€cE/ x¢ A} e zcAeadA

P
Op,

FIG.2.1. Notion de complémentaire

Exemple 2.1.5
1. Soit E=1{1,2,3,a,b}, A=1{1,a,3}, alors, Cp (A) = {2,b}
2. Cr ({0}) =R*, Cz (N*) =Z~, Cr ([0,1]) = ]—00,0[ U |1, +00].
3. Soit A={zx e N,/0<xz<9}, alors, Cy (A) = {z € Nz > 10}.

Proposition 2.1.2 Soit A et B deux partie d’'un ensemble E. Alors :
e Cr(Cr(A)=AetCr(E)=0etCr (D) =F.
[ AﬂCEA: 1) GtAUCEA: E

2.1.5 Ensemble des paties d’un ensemble

Dmfinition 2.1.6 Soit E un ensemble, Les sous-ensembles de E forment
un ensemble appelé ensemble des parties de E et noté P (E). Autrement
dit, ACE< AeP(F).

Le nombre des parties est card (P (F)) = 2" tel que : n est le nombre
des éléments de E.

Exemple 2.1.6 Soit £ = {a,b,c}
on a : card (P (E)) =23 =6 car le nombre des éléments de E est 3.

P(E) ={0,E,{a},{b},{c} {a,b} ,{a,c},{b,c}}
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2.1. ENSEMBLES ET SOUS-ENSEMBLE

2.1.6 Opérations sur les ensembles

Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble FE.

Intersection

Dmfinition 2.1.7 Lr/intersection des ensembles A et B, notée AN B est
l’ensemble des éléments de E qui sont dans A et dans B.En d’autres termes

reANB & (x€ Aet x € B)

On a alors,
ANB={zx€eE /zecAetx € B}.

Si ANB =10, on dit que A et B sont disjoints.

FIG.2.2. Notion d’intersection

Exemple 2.1.7 Soient A ={0,2,4,7,10}, B=1{2,4,7,1}, C =[-3,2] et
D =10,5[.
OnaANB={2,4,7},CND=10,2].

Union

Dnfinition 2.1.8 (Union) Lrunion ou réunion des ensembles A et B,
notée AU B est l’ensemble des éléments de E qui sont dans A ou dans B
définie par :

reAUB &S (reAoux € B)

Alors
AUB={r€eE /xz € Aouxec B}
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CHAPITRE 2. ENSEMBLES ET APPLICATIONS

FIG.2.3. Notion d’union

Exemple 2.1.8 Soient A = {1,2,3,4}, B={2,5,6,7},C =[-2,3],D =

[0,5]

OnaAUB=1{1,2,3,4,5,6,7}, CUD = [-2,5[.

Proposition 2.1.3 Soient A, B, C trois sous-ensembles de E. On a :

1.

S Sud Lo e

9.
10.

AN =0 et AUG =0
(ANB)CAet(ANB)CB
AC(AUB) et BC (AUB)
ANB=A&< ACB

AUB=A&<BCA
AUB=BUA
AUB=BUA
(AUB)UC =AU (BUCQC)
(ANB)NC=AnNn(BNQC)
(AUB)NC =(AnC)u(BNC(C)

(

} commutatives

} associatives

ANB)UC=(AuC)N(BUC)
N (réspectivent U) est distributive par rapport U (réspectivent N)
Ce(ANB)=CpgAU CgB
Cs (AU B) = CyANCyB.

Différence et Différence symétrique

Dafinition 2.1.9 (Différence) La dif férence des ensemble A et B, noté
A\B (ou A — B) est l’ensemble des éléments de A qui ne sont pas dans B.
En d’autres termes :

reA\B&s (xeAetax ¢ B).

Alors

AB={recFE/x€Aetz ¢ B}
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Exemple 2.1.9
Soient A ={1,2,3,a,b}, B=1{4,0,3,b,1}, C =[-2,1],
D =1]0,5]
Alors on a : A\B ={2,a}, B\A = {4,0}, C\D = [-2,0],
D\C =1,5].
Proposition 2.1.4 Soit A un ensemble alors :
e ANA=1
e A\ND=A
e AAB=ANCgB
Dafinition 2.1.10 (Déffirence symétrique) La différence symétrique de

A et B est l’ensemble des élément qui sont dans un et un seul des deux en-
sembles A et B, notée AAB défini par :

AAB=(AUB)\(ANB).
Exemple 2.1.10 Soient A ={1,2,3,a,b}, B={4,0,3,b,1}, alors on a :
AAB = (AUB)\(ANB)
{0,1,2,3,4,a,b}\ {1,3,b}
{0,2,4,a}

Proposition 2.1.5 Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble F,
on a :

AAB = (A\B) U (B\A)
(AAB)AC=AA(BAC) (associative)
AAB = BAA (commutative )
AAD=A (@ élément neutre )
AAA =10
6. AN(BAC)=(ANB)A(ANC) (N distributive par rapport a A).
Preuve. 1. AAB = (A\B) U (B\A)

AAB = (AUB)\(ANB)
(AUB)NCr (AN B)
(ANCg(ANB))U(BNCg(ANB))
= [(ANCrA)U(ANCB)|U[(BNCrA)U(BNCgB)]
[
(
(

R

@ U(ANCEB) U[(BNCrA)U 2]
ANCEB) U (BNCRA)
A\B) U (B\A)
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2. AAB = BAA

AAB = (AUB)\(ANB)
= (BUA)\(BNA) (car N et U sont commutatives)
BAA

3. AAA =10

AAA = (A\A) U (A\A)
= gug
= J

4. AA) = A

AAD = (A\@)U (2\A)
= AUug
= A

5. AAE =CgA

AAE = (A\E)U(E\A)
= QUCEA
= CgA

6. AACRA=F

AACEA = (A\CpA)U (CpA\A)
— AUCgA
= E.

2.1.7 Produit cartésien

Dnfinition 2.1.11 Soit E et F' deux ensembles.
Le produit cartésien des ensembles E et I', notée I X F, est l’ensemble
des couples (x,y) tels que x € E ety € F. On a alors .

ExF={(x,y):x€FEetyecF}
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Remarque 2.1.2

e Si E = F, le produit cartésien E x E est noté E? et appelé le carré
cartésien de FE.

e ExF=0& (F=2 ouF=9).
Exemple 2.1.11 1) Soient E = {0,1,2} et F' = {a, b}, alors :

ExF = {(0,a),(0,b),(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)};
F? = {(a,a),(a,b),(b,b),(ba)}
2) Soit E = [0,1], F =R, alors,

ExF={(r,y):0<xz<1etyecR}
Y,

FIG.2.4. Notion de [0,1] x R

Remarque 2.1.3

e Si E = F, le produit cartésien E x E est noté E? et appelé le carré
cartésien de E.

e X F=0% (E=2 ouF =0).
Exercice 2.1.1 Soient A et B deux sous ensembles de R telque :

A= {zeR:|z—1<2}

2 _
72+ 2

Déterminer : AN B, AU B, A°, B, A\ B,B\ A,AA B.
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Solution.

A = {zeR:jz—-1 <2}
= {reR:—2<zr-1<2}

Alors, A =1[-2,2]

B =

Alors, B =]—00,1]U [3,+o0[
On a

ANB = |
AUB = |
A° = |-
B¢ =]
A\B =]
B\A =]

AANB = (A\B)U(B\A)
= ]—o00, —2[U]1,2] U [3, +o0]

2.2 Relations binaires

2.2.1 Généralités

DHEfinition 2.2.1 Soient E et F' deux ensembles non vide, une relation
binaire R sur B x F' est donné d’un sous ensemble I' de E x F, on note

Vee E\Vy e F:aRy < (z,y) €T

Si E = F on dit que R est une relation binaire sur E (ou bien de E x E.
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Exemple 2.2.1
Soit £ ={1,,2,3} = F, alors : .

ExF={(1,1),(1,2),(13),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

Soit :
I ={(1,1),(2,2),(3,3)} alors :

Ve,y e E, (z,y) el r=y
2) T ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2)} alors :

Ve,y e E, (z,y) el x<y
3) I'=4{(1,2),(1,3),(2,3)} alors :

Ve,ye B, (z,y) el <y

Dnfinition 2.2.2 (Propriétés des relations binaires)
Une relation binaire R dans un ensemble E est :
1) réflixzive si :
Ve e E, 2Rz
2) symétrique si :
Vr,y € E, 2Ry = yRx
3) antisymétrique si :
Ve,y e E, 2Ry et yRe =z =1y
4) transitive si :
Ve,y € E,2Ry et yRz = xRz
Exemple 2.2.2 1) Soit la relation R définie sur R par
Ve,ye R, 2Ry <y

1) R est réflexive : Vx € R, x < x.

2) R n’est pas symétrique : car pour x =1 et y =2,
onal<2mais2%1.

3) R est antisymétrique :Vr,y e R, e <y ety <z =z =y.

4) R est transitive : Vz, y, z€ R,z <yety<z=x<z
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2) Soit la relation R définie sur P (R) par :
VA,BeP(R), ARB& AC B

1) R est réflexive : VA€ P (R), AC A.
2) R n'est pas symétrique :
car (en prendre par exemple A = {1} et B ={1,2} , ona AC B
mais B ¢ A).
3) R est antisymétrique : VA, Be P(R), ACBetBC A= A=8B.
4) R est transitive : YA, B,C e P(R), ACBetBCC=AcCC.

2.2.2 Relations d’équivalence

Dmfinition 2.2.3 Soit R une relation binaire sur E, on dit que R est une
relation d'équivalence si elle est : réflexive, symétrique et transitive.

Exemple 2.2.3 La relation R définie sur R par :
Ve,y e RjaRy & x =y.
est une relation d’équivalence.
Exemple 2.2.4 La relation R définie sur Z par :
Ve,y € Z, xRy < Ik € Z,/ x —y = 3k.

est une ralation d’équivalence car :
1) R est réflexive : Vo € Z, tRx.

r—x=0=3k (Fk=0,0=3x0) < zRx.

alors R est réflexive.
2) R est symétrique : Y,y € Z,xRy = yRx.

TRy & dkeZ/x—y=3k
= —(y—x)=3k
= y—x= -3k, onposel%:—k
= y—x:?)l;;
= yRua.

alors R est symétrique.
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4) R est transitive : Vx, y, z € Z, xRy et yRz = zRz.

TRy dkeZ,/x—y=3k
et & et
yRz dkeZ,/y—z=3k

= x—z=3k‘+31%:3<k+l%) onposel%/:k%—l%
= x—z=3k

= IRz

alors, R est transitive.

Classe d’équivalence

Dmfinition 2.2.4 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E et
soit a un élément de E. On appelle classe d’équivalence de a, et on note

cl(a) ou a est lensemble définie par les elements E

c(a)={x € E\ zRa}

FIG.2.5. Notion la classe d’équivalence

DHfinition 2.2.5

1) Les classes d’équivalences pour R forment une partition de E.

2) L’ensemble des classes d’équivalence est appelé I'ensemble quotient
de E par R et noté E /5.
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Exemple 2.2.5 Soit la relation d’équivalence de ’exemple précédent défi-
nie sur 7. par :

Ve,y € Z, xRy < dk € 2,/ v — y = 3k.
Les classe d’équivalence de 0 est :
cd(0) = {reR 2RO}
= {zeR /3keZ/x—-0=23k}

= {zeR /3keZ/z =3k}
d(0) = {...—6,-3,0,3,6,....}

Exercice 2.2.1 On définit sur R la relation R par :
TRy < cos® (z) + sin® (y) = 1
a) Montrons que R est une relation d’équivalence.
Solution. 1) R réflexive : On a
Vo € R : cos® (z) + sin® (z) = 1.

Alors, R est réflexive.
2) R symétrique : On a Vz,y € R,

TRy = cos® () +sin?(y) =1
)= 1—sin? (y)
= 1 —sin?(z) = cos? (y)
= cos® (y) +sin’ (z) = 1
= YRz

= cos®(z

Alors, R est symétrique.
3) R transitive : On a Vz,y, z € R,

TRy cos? (z) +sin? (y) = 1
yRz cos? (y) +sin? (z) = 1
2

cos? (z) + sin? (y) + cos® (y) + sin® (z) = 2
cos? (z) + 1 +sin? () = 2

cos? (x) +sin? (2) = 1

TRz

S
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Alors, R est transitive.
D’aprés 1), 2) et 3) : R est une relation d’équivalence.

b) Classe d’équivalence de 0 et g :On a

cd(0) = {yeR:0Ry}
— {yeR-cos()—i—sm (y) =1}
- {yeR 1 + sin? ( 1}
= {yeR:sin’(y) 20}
{y € R:sin(y) =0}
{kr\ keZ}.

cl (g) = {y ceR: gRy}
= {y € R : cos? (g) + sin® (y) = 1}
) =

= {yER:sinQ(y
= {yeR:sin(y) = +1}

- {(2k+1)g :k:eZ}.

2.2.3 Relations d’ordre

Dmfinition 2.2.6 Une relation binaire, est une relation d’ordre si elle est,
a la fois, réflexive, antisymétrique et transitive.

Exemple 2.2.6 La relation R définie sur R par
Ve,ye R, 2Ry x <y

est une relation d’ordre car :
1) R est réflexive : Vx € R, x < x.
2) R est antisymétrique Nz, y e R, (x <yet y<z)=x=1y.
4) R est transitive : Yz, y, z€ R (x <yety<z)=z <z

Exemple 2.2.7 La relation R définie sur P (R) par

VA, BeP(R), 2Ry< ACB
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est une est une relation d’ordre car :
1) R est réflexive : VA € P (R), A C A.
2) R est antisymétrique NA, B € P(R), (ARB et BRA) & A= B.
4) R est transitive : VA, B, C € R, (ARB et BRC) = ARC.

Relation d’ordre total, partiel

DEfinition 2.2.7 Soit R une relation d’ordre sur E.

— On dit que R est une relation d’ordre total si :
Va,y € E, 2Ry ou yRx.

— On dit que R est une relation d’ordre partiel si :
dz,y € E, xRy et yRx.

Exemple 2.2.8 .
1) La relation” <7, définie sur R, est une relation d’ordre total :

Ve,ye R, o <y ouy < .
2) La relation” C 7, définie sur P (R), est une relation d’ordre partiel :

car : par exemple {a} ¢ {b} et {b} ¢ {a}.

2.2.4 Majorants-Minorant

Dnfinition 2.2.8 Soit A une partie d’un ensemble E. R Une relation
d’ordre sur E :
e Soit M € E, on dit que M est un majorant de A si :
Vee A: aRM.

e Soit m € E, on dit que m est un minorant de A si :

Ve e A:mRe.
Dmfinition 2.2.9 Soit A une partie d’un ensemble, soient M, m € E
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Remarque 2.2.1 .

e S5i l’ensemble A posséde un majorant M alors on dit que A est une
partie majorée.

e Si l'ensemble A posséde un minorant m alors on dit que A est une
partie minorée.

e Si l’ensemble A posséde un majorant et un minorant alors on dit que
A est une partie bornée.

Exemple 2.2.9 .
Dans R, considérons la relation d’ordre” <7 et soit A =[1,7[. Alors :
& Les majorants de A sont AT = [7,+o0].
¢ Les minorants de A sont A~ =]—o0,1].

Maximum-Minimum

Dmlfinition 2.2.10 Soit R Une relation d’ordre sur E, et soit A C E.

¢ On dit que M est un plus grand élément de A si (M est un majorant
de A et M € A). On le note max (A).

¢ On dit que m est un plus petit élément de A si (m est un minirant de
A et m € A). On le note min (A).

Borne supérieure - Borne inférieure

DEfinition 2.2.11 Soient A un sous-ensemble de E et M un élément de
E

¢ On dit que M est une borne supérieure de A si M est un plus petit
élément de l’ensemble des majorants de A et on note sup (A).

sup (A) = min (A7) .

¢ On dit que m est une borne inférieure de A si m est un plus grand
élément de l’ensemble des minorants de A et on note inf (A).

inf (A) = max (A7) .
Remarque 2.2.2 .
1) Sisup (A) € A alors sup (A) = max (A).
2) Siinf (A) € A alors inf (A) = min (A).

Exemple 2.2.10 Soit l’ensemble A = [1,7].
e sup (A) = min (A") =7 et comme sup (A) ¢ A
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alors, max (A) n’existe pas.
o inf (A) =max (A7) =1 et comme inf (A) € A
alors, inf (A) = min (A) = —1.

Exemple 2.2.11 On définit sur N* la relation binaire R par :
TRy & x divise y

a) Montrons que R est une relation d’ordre :
On écrit la relation R comme suit

TRy < Jk e N* 1y =kx
1) R est réflexive : Vo € N*|
Jdk=1eN:x2=1xz=2Rzr

2) R est anti-symétrique : Vz,y € N*|

{ny N {ElkEN*:y:kx
yRux K e N*:x=FEy
= v=kkr=kKk=1
= k=1letk =1
= I =Y.

3) R est transitive : V,y, z € N*|
{ny {EIkEN*:y:kx
yRz JE e N*:z=Fky
= z=FKkx
= JK"eN':z=k'z avec K" =K'k
= IRz

D’aprés 1), 2) et 3) R est une relation d’ordre.
b) R n'est pas total car

32,3 € N* : 2 ne divise pas 3 et 3 ne divise pas 2.
¢) Soit m € N* :

Ve € N':mRz
Ve € N':m divise

= m=1.
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Alors, min (N*) = 1.
Soit M € N* :

Ve € N:aRM

Ve € N':z divise M
= M n’existe pas.

Alors, max (N*) n’ezite pas.

2.3 Applications

Dmfinition 2.3.1 Soient E et F' deux ensembles.

On appelle une application d’un ensemble E dans un ensemble F' toute
correspondance [ permettant d’associer a tout élément x € E un seul élé-
ment y € F.

e F est dit ensemble de départ , F' ensemble d’arrivée. On note l’élément
y de F associé a un élément x de E pary = f(x).

ey = f(x) est appelé 'image de x et x est un antécédent de y.On
écrit :

f+ E—F
vy = £ (2)

FIG.2.6. Notion d’application

Dmfinition 2.3.2 Soit E et F' deux ensembles, on note A (E, F') ’ensemble
des applications de E vers F.

Exemple 2.3.1 .
1) Soit f :R—R
r— f(r)=x+4
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f est une application car chaque x € R, il existe un seul y € R tel que
y=ux+4.
2) Soit g : R — R
r—g(r)=vr—1

g n’est pas une application car il exist t = —1 on ay =+/—2 ¢ R.

2.3.1 L’application identité

Dnfinition 2.3.3 Soit E un ensemble, I’application identité de & dans E
notée Idg est définie par :

Ildg (z) = x.

2.3.2 L’application constante

Dmlfinition 2.3.4 Soient E et F deux ensembles et ¢ un élément de F),
alors Uapplication f de E vers I’ est une application constante si

Vee E, f(x)=c.

2.3.3 Egalité

Dafinition 2.3.5 Soient f: E — F et g: E' — F' deux applications. On
dit que f et g sont égales si et seulement si :

)E=E et F=F

Q)Vex e B, f(z)=g(z).

2.3.4 Image directe- Image réciproque

Soient F, F' deux ensembles

a) Image directe

Dnfinition 2.3.6 Soit AC E et f: E — F et. On appelle timage directe
de A par [, noté f (A) est l’'ensemble :

fA) ={f(2), ve A}

formellement on a
Vye Filye f(A)edxeA:y=f(x)).
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FIG.2.7. Notion I’image directe

Exemple 2.3.2 On considére application

f: R->R

r—1—2x

On a

d’ot

b) Image réciproque

Dnfinition 2.3.7 Soit B C F et f : E — F, l"image réciproque de B
par f, noté f~1(B) est l'ensemble :

fH(B)={zcE, f(x) e B}.
Formellement on a
VieExcf'(B)e f(x)€B
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FIG.2.8. Notion I’image réciproque

Exemple 2.3.3 Soient E = {1,2,3,4}, F = {a,b,c,d,e} et f : E — F
définie par :
f)=f@2)=a, fB)=c f4)=c

On a
fHY) = {z ek, f(x) e {b}}
= {z ekl f(x)=0b}
= 0
et

f_l ({a}) = {17 2}7 f_l ({av b, d}) = {17 2}

Exemple 2.3.4 Soit l'application

f:R — R

ZL'—>(L’2

On a:
1) ({9

{9} ={z eR,2* =9} = {-3,3}
2) f71(]0.30)
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alors

0< <1:>_2< <\/§
<3 2 2

(D -5

Remarque 2.3.1 f(A) est un sous-ensemble de F', f~1(B) est un sous-
ensemble de E.

Donc,

Proposition 2.3.1 Soient f : E — F wune application, A, B C E et
M,N C F. On a

1. ACB= f(A) C f(B)

2. f(AUB) = f(A)U [f(B)

3. f(AnB) C f(A)N f(B)

4. M C N = f~Y(M)cC f*(N)
5. fTH(MUN) = f=H(M)U fH(N)
6. fFH(MAN)=fH(M)Nf(N)
Preuve.

I.ACB= f(A) C f(B)
On suuppose que A C B et on montrer que f (A) C f(B) alors,
Soit
y € f(A)eTweA f(x)=y
= dreA f(r)=y (car ACB)
= y € [f(B)

2. f[(AUB) = f(A) U f(B)
Soit y € F, alors

y € f(AUB)e 3dJxre AUB,y= f(x)
& Jz,(zecAV(@eB)A(y=f(z)
& dz, (e )N (y=f(2)V(xeB)A(y=f(z))
< (yef(A)Vv (yve f(B))
& ye f(AUf(B)

dot f(AUB) = f(A) U f(B).
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3. f(AnB)C f(A)N f(B)
Soit y € F, alors
y € f(ANB)& re ANB,y= f(x)
& dz,(ze AAN(@eB)Ay=/f())
= Jz,[(zeA)Ay=[f(x)A((z€B)Ay=[f(2))]
= (yef(A))A(yef(B))
= ye f(A)N[f(B)
d'ou f(ANB) C f(A)Nf(B).
Autre méthode :
Ona ANB C Aet AN B C B donc par la propriété (1), on a

F(ANB)C f(A) ot f(ANB)C [ (B)
d’ou
f(AnB)C f(ANf(B)
4. MCN= f1(M)c f(N)
On suppose M C N et on montrer que f~* (M) C f~1(N).
Soit z € £

v € fM(M)e fr)eM
= f(x)eN (car M C N)
= xc f1(N)
douMCN:>f (M )Cf_l(N).

5. fTHMUN) = f"1(M)U f(N)
Soit x € K

v € f'(MUN)& f(z)e (MUN)
& (f(x)e M)V (f(z)eN)

& (vef! ))\/($€f1(N))
& e [ ()ﬂf (V)

fH (M) u f (N).

HM) N fHN)

dou fL(MUN) =
6. f[F[L(MNN)=f~
Soit x € K

x (MNON) < f(z) e (MNON)

(37) M)A (f (x) € N)
(M)) A (z € f7H(N))
Gf ( )NSTHN)

38

I
(f
(€

Tt oo
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dott fFHUMAN) = fF LM NFL(N). m

2.3.5 Composée de deux applications

Dnfinition 2.3.8 Soient E, I, G trois ensembles non vide, f : E — F et
g : F — G deux applications,on appelle la composée des applications de f
et g, notée par go f est l'application de E vers G définie par :

Vo € E, gof(zx) = g(f(z)).

Exemple 2.3.5 Soient

f : R—=R*
T — x?
et
g : Rt =R
:rr—>\/f

Alors, go f : R — R wérifie pour tout © € R
gof(z)=g(f(2)=g(s*) = Va? = |a|
et fog:RT — RT vérifie pour tout x € Rt
fog(x)=flg(x)=9(Vz) ==

Remarque 2.3.2 .
1) Soit f une application E dans E. On note par :

ff=fofof.of
—_—

n fois
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2) La composition des applications n’est pas généralement commutative :

fog#gof
3) Soient les ensembles E, F,G, H et les applications f, g, h tels que :

f:E—Fg:F—-Gh:G—H
Alors :
(hog)of=ho(gof)

“0”est associative.

La composition

2.3.6 Restriction et prolongement d’une application

Dmfinition 2.3.9 Soit A un sous-ensemble de E. Etant données deuz fonc-
tionsg: E — F et f:A— F tel que f (x) = g (x) pour tout x € A. Alors,
on dit que :

[ est la restriction de g a A et on note f = g|,

g est un prolongement de f a FE et on note g = f

Exemple 2.3.6 .
1) Soient f et g définies par :

f+ R,—R
T — 12
g : R—=R
x — x?

f est la restriction de g a Ry (f = g|R+> et g est un prolongement de

de(g=ﬂ~
2) Soit f : R* — R définie par :
e’ —1

f(z) = :

X

L’application f: R — R définie par :
~ eHl g £ 2
Fo={,= I

st =20

f est un prolongement de f a R.
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2.3.7 Applications injectives, surjectives et bijectives

Soit F, F' deux ensembles et f : £ — F une application

Applications injectives

Dnfinition 2.3.10 L’application f est une injective si et seullement si :
le,xg ck: (f (ZL‘l) = f (332) = T = 332) .

— [ est injective si et seulement si : Jr1,29 € E 1 f(11) = f(22) et x1 # 29
(par la contraposée ).

— f est injective si et seulement si tout élément y de F' admet au plus
un antécédent par f (c’est-a-dire un ou aucun,).

!

FIG.2.9. Notion d’application injective

Exemple 2.3.7
1- On considére Uapplication f: R — R définie par : f (x) =3x + 1
f est-elle injective ?
Soient deux réels x1 et xo tels que f(x1) = f(x2).

f(x1) = f(z) ©327+1=3x2+1
= 3x1 = 329

= 1 = Ty

d’ou f est injective.
2- L’application f : R — R définie par : f (x) = x* n’est injective car :

dry = —3,20 =3 €R, f(x1) = f(12) =9 et x1 # xo.
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Applications surjectives

Dmfinition 2.3.11 L’application f est une surjection (ou est une surjec-
tive) si et seullement si :

Vye F,\dz e E:y=f(x).
— f est surjective si et seulement si tout élément y € F' a au moins un

antécédent dans FE.
— f est surjective si et seulement si Im f = F' (ensemble d’arrivée).

f

FIG.2.10. Notion d’application surjective

Exemple 2.3.8 Soit

f+ N=Q
1
SimG@,EI?nENtelquem:f(n)@m:1+ Sm+mn=1<%
n

1-— 1
mnzl—m@n:—m,me(@. Siparexemplem:2:>n:—§¢N.
m

Donc f nest pas surjective car m = 2 n’a pas d’antécédent dans N.

Applications bijectives

Dnfinition 2.3.12 L’ application f est dite bijective si et seulement si elle
est injective et surjective a la fois. Ceci est équivaut o dire que pour tout
y € F, il existe un unique v € E tel quey = f(x). Autrement dit

Vye F,3lzre E:y= f(x).
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1

FIG.2.11. Notion d’application bijective

Exemple 2.3.9 1) L’application f : R — R définie par : f(z) = 3z + 2
est
a) injective :

Ve, xe € E: f(x1) = f(22) = 321 +2 =312+ 2= 21 = 9.

b) surjective :

-2
Yy € ]R:y:f(:t):?,x—|—2:x:yT

—9
Yy € R,Elx:yTeRzy:f(x).

Alors f est bijective.
2) L’application f : R — R définie par : g(x) = x® n'est pas injective
car :

dry=—1€R, Jao=1€R: f(x1) = f(z1) et 1 # x9
Aussi n’est pas surjective car :

Jy=-1€R, Vz eR: —1# 2%

2.3.8 Application réciproque

Dnfinition 2.3.13 Soit f : E — F une bijective. On appelle application
réciproque de f (ou bijection réciproque de f). c-a-d

' F=FE
v =)
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Exemple 2.3.10 1) Soit f Uapplication de {1,2,3} dans {a,b,c} telle que
f()=a, f(2) =b et f(3) = c, elle est bijective. Sa réciproque f~* est
Uapplication de {a,b,c} dans {1,2,3} donnée par f~' (a) =1, f71(b) = 2,
ft(e) =3.

2) L’application g : R — R définie par : g (x) = 3x — 2 . L’application
réciproque de g est

g' : R—>R
T+ 2
3

xr —

Remarque 2.3.3 Soit f : E — F une bijective. Alors
f o ffl = Idp

et
fil o f = [dE

Exercice 2.3.1 Soit la fonction f:R — R définiepar f(z)=2>+4z+1 .
1) Résoudre f(x)=1 et f(x)= —b.
2) [ est-elle injective ?surjective ?
3) Veérifier que : f () = (x +2)* — 3.

4) Déterminer f([=1,2]), f({0,1}), [~ ([-2,6]) et f7' ({-3,6}).
5) Montrer que f(R) = [-2,+00].

Soit la restriction ¢ : [—2,+o00] — [-3,+00[, g(x) = f(z).

6) Montrer que g est bijictive et trouver sa fonction réciproque g .

Solution.
f(x)=2"+4z +1
1) Résolution : f(z) =1 et f(x)= -5

f@) = 1=2*+4o+1=1
= 2244z =0
= z(x+4)=0=>12,=0,20=—4

flx) = —b=a2>+4x+1=-5
= 22442 +6=0= A =—8 <0 pas de solution
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2) f n’est pas injective car : f(0) = f(—4) mais 0# —4
f n’est pas surjective car : (—5) n’a pas un antécédent z.

3)(x+2°—3=a+4x+4-3=0>+4z+1=f(x).

4) f([=1,2)):

f([_LQD = {f (33) HEGIS [_172]}

-1 < z2<2=1<z+2<4
= 1<(z+2)7<16
= —2<(z+2°-3<13
= —2<f(x)<13
Alors
f(-1,2]) = [-2,13]
e f({0,1}):
f{0,1}) = {f(z):2€{0,1}}
= {f(0), (1)}
= {176}
b f_1<[_276]):
fH([=2,6) ={z e R: f(2) € [-2,6]}
On a
-2 < f(2)<6=>-2<(x4+27-3<6
= 1<(z+2)7°<9
= 1<|jz4+2/]<3
= 1<z+2<3o0u —3<r+2<-1
= —1<r<lou —5<r<-3
Alors
fH([=2,6]) = [-1,1] U [-5, =3]
o [T1({-3.6}):

f7({=3.6}) ={z eR: f(z) € {-3,6}}
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On a
fx) = —3=>(@2+2*-3=-3
= (z+2)°=0
= r=-2
et
f(x) = 6=>(x+2°-3=6
= (z+2)°-9=0
= (z—1)(z+5)=0
= rz=1,r=-5
Alors

f_l ({_37 6}> = {_27 -9, 1}
5) f(R)=[-2,400[:

JR)={f(z) =y:zeR}

> 0= (r4+2)°-3>-3
= f(x)>-3
= y€[-3,+o0|

6) ¢ injective : Vry,xy € [—2,+00]:
g(@1) = g(@)= (11+2°-3=(22+2)"-3
= (21427 = (22+2)° = 11 = 29
g surjective :
Yy € [=3, +o0[, 3z € [~2, +o0[ 1y = (z +2)* — 3
On a
y=(r4+2°-3=y+3=(2+2 =>2=\/y+3-2

Donc g est bijective et sa fonction réciproque

g : [_37 +OO[ - [_27+OO[
97 W) = Vy+3-2
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Chapitre 3

Structures Algébriques

3.1 Lois de composition interne

Dmfinition 3.1.1 Soit E un ensemble non vide, on appelle loi de compo-
sition interne (l.c.i) sur E tout application de E x E dans E. Pour tout
couple (x,y) on associe donc un élément, noté x x y, appelé composé de x
et de y on écrit

ExE — E
(z,y) — xx*y

Autrement dit x loi de composition interne sur E si et seulement si :
Ve,ye ExX E,xzxy € F.

On note aussi une loi de composition interne par : &, X, T, 1\, .....

Exemple 3.1.1 .
1) Les lois usuelles + et x sont des lois de composition interne sur R.

V(z,y) € R®:x+ycR
V(z,y) € R®:xxyeR

2) L’intersection ” N7 et la réunion ” U” sont des lois de composition
interne sur P (E)

VA, B € P(E):ANBeP(E)
VA, B € P(E):AUB€P(E)
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3) La loi” o” est une loi de composition sur A(E,E).
Vf, g€ A(E,E): foge A(E,E)
4) La soustraction” —” n’est pas une loi de composition interne sur N.

dJr=1eNdJy=2eN:z—y=-1¢N

3.2 Propriété de loi de composition interne

Dmlfinition 3.2.1 Une loi de composition interne x sur F est :
e commutative st :

Ve, ye E:xxy=yx*x
e associative St :
Ve,y,z€ B (xxy)xz=xx*(y* 2)

Exemple 3.2.1 .
1) L’addition ” 4+ 7 et la multiplication ” x 7 dans R sont commutatives

et associatives.

r+y=y+tux (z+y)+z=z+(y+2)
TXY=YyXx (xxy)xz=xx(y % 2)
2) La soustraction” —” n’est ni commutative ni associative car :

royty-o et (t-y)—zEa—(y2).
3) La loi x définie sur R\ {1} par zxy=x+y—xy
a) x est commutative car N,y € R\ {1},
rTxy = T+Y—xY
= yt+zx—yx
= y*x2x
b) * est associative car Nx,y,z € R\ {1},
(x*xy)xz = (x4+y—ay)*z
(x4+y—ay)+z—(x+y—2ay)z
rTH+y—ay+z—xz—yz+zyz.. (1)

rx(y*xz) = zx(y+z—yz2)
= s+ (y+z—y2)—z(y+2z—yz2)
= x4+y+z—yz—ay—xz+ Y2000 (2)

comme (1) = (2), on a * est associative.
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Dnfinition 3.2.2 La loi de compoeition interne x admet un élément neutre
ec E si:
deec EZNx € E:xxe=exx ==z

Remarque 3.2.1 Si [’élément neutre pour la loi x sur E existe, alors il
est unique.

Dmlfinition 3.2.3 Soient * une loi de composition interne sur E et “e“
un élément neutre, on dit qu'un élément x € E admet un symétrique
(ou inverse) s’il existe T € E tel que :

Vee B, dre F:xxx=T*xx=e.

Remarque 3.2.2 .

1) Si* est commutative alors il suffit montrer [’élément neutre et 1’élé-
ment symétrique a droite :

JdJe € EVxeFE :xxe=x
Ve € EdreF .:xxx=e.

2) Si *x n’est pas commutative alors on montrer [’élément neutr et [’élé-
ment symétrique a droite et a gauche.

Exemple 3.2.2 .

1) La loi” 4+ 7 sur R admet 0 pour un élément neutre et (—x) pour un
élément symétrique car :

r+0=04+z=xetrx—x=(—2)+2=0

2) La loi” x ”sur R* admet 1 pour un élément neutre et (%) pour un
élément symétrique car :

1 1
rXl=1Xx=xetx X —=—Xxx=1.
T

3) La loi” U sur P (E) admet ) pour un élément neutre car :
VAeP(E): AUD=0UA=A.
4) La loi” 0" sur P (E) admet E pour un élément neutre car :

VAeP(E): ANE=ENA=A.

49



CHAPITRE 3. STRUCTURES ALGEBRIQUES

5) La loi * définie sur R\ {1} par v xy =2 +y —xy
a) L’élément neutre :
Comme la loi x est commutative alors, Je € R\ {1} ,Vx € R\ {1}

rke = x
= Trt+e—re=2x
= e(l—2)=0
= e=10
Donc, e = 0 [’élément neutre de R\ {1} pour .

b) L’élément symétrique :
Comme la loi * est commutative alors, Vo € R\ {1},3z € R\ {1}

T*xTr =

8 O
+

= T—xx =0
x
=

Kl

11—z

Done, & = —7% l’élément symétrique.
—X

3.3 Groupe et sous-groupe

3.3.1 Groupe

Dnfinition 3.3.1 (Groupe) Soit G un ensemble non vide et “«” une loi de
composition interne sur G. On dit que (G, x) est un groupe (structure de groupe)si :

e La loi x est associative

e La loi x admet un élément neutre

o tout élément de G admet un symétrique pour la loi *.

Si de plus, la loi x est commutative sur G, on dit que G est un groupe
commutatif (ou abélien) .

Exemple 3.3.1 .

1) (Z,+), (Q,+),(R,+), (C,+), (Q*, x),(R*, x) et (C*, x) sont des
groupes commutatifs.

1) (N, +) n’est pas un groupe car,les éléments de N n’est pas un syme-
tréque dans N.

2) (Z, x) n’est pas un groupe car 2 n'est pas inversibles de Z.

3) La loi x définie sur R\ {1} par zxy=x+y—zy . Ona (R\ {1}, *)
est un groupe abélien (d’aprés l'exemple précédnt) .
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Exercice 3.3.1 On munit Z par la loi de composition * définie par :
Ve,yeZ xxy=a+y+ iy

Montrer que x est une loi de composition interne, puis étudier, pour cette
loi, la commutativité, ’associativité, ’existence de [’élément neutre et [’exis-
tence du symétrique.

Solution. .
i) La loi % n’est pas commutative car Va,y € Z, on a

Txy = r+y+aly
Yyxxr = y+x+y2x

ii) La loi * est n’est pas associative par exemple, z = 1,y = 2,z = 3,
on a

(xxy)xz = (1%2)%x3=090
xx(yxz) = 1%x(2%3)=35

iii) L’élément neutre e, on a :

VreR:xxe=exx=uz,

Alors,
r*xe = x:>x+e+x2€:x
= e(1+x2)20
= e=0
et

exr=0xx=0+z+2°0=2x

Donc, e = 0 est I’élément neutre de la loi *.
2) I’élément symétrique T pour la loi *

VeeZ,Ar e Zy,xxxT =T xx =0.
On a:
rxT = 0=>z+2+2’2=0
= (1+2°)+2=0
= — ¢ Z

1+ 22
Alors, I’élément symétrique n’existe pas. m

T =
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Exercice 3.3.2 Soit A la loi de composition définie surR?. par :

Vo,y e Ry tx Ay = a? +y%

Montrer que /\ est commutative, associative et existence I’élément neutre
Montrer que aucune élément de R% n’a de symétrique pour A.

Solution. .
1) * commutative : Vr,y € R :

rAy=ty =y rat =y

Donc A est commutative.
2) A associative : Va,y,z € RY :

(xDhy) DNz = a2+ y2 Az
_ Wm)ﬂﬁzm.

D’autre part,
rA(yAz) = ANy + 22
2
= \/x2+ (\/y2+22) =Vt +y?+ 2%

Donc A est associative.
3) Soit e € R¥, I’élément neutre de la loi A, Vo € R,

zNe =1 = 24 e2 =g
= 2?4+t =2"

= e=0.

Comme A est commutative donc e =0 € R?% T'élément neutre de la loi .
2) Soit T € R}, I'élément symétrique x € R’ par la loi A, alors :

e AT =0 = Va2+722=0
= 22472 =0
= T=—-c¢R}

Alors, Vo € R aucune élément symétrique par la loi A. m
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3.3. GROUPE ET SOUS-GROUPE

3.3.2 Sous-groupe

Dmfinition 3.3.2 (Sous-groupe)Soient (G, T) un groupe et H C G. On
dit que (H,*) est un sous-groupe de (G, %) si :

1) H # @. (e € H l’élément neutre de G)

2Q)Ve,ye H:xxy € H.

3)Vx € H:z € H. (& l’élément symétrique de G) .

Exemple 3.3.2 .
1) (G,%) et ({e},*) sont des sous groupes du groupe (G, x*)
( ou e ’élément neutre de G ).
2) (Z,+) est un sous-groupe de (R, x) car :
l)e=0€Z
2)Vr,y € Z alors x +y € Z
3) Vo € Z alors & = (—x) € Z.

Exemple 3.3.3 .
Soitn € N, H={nxp:pe€Z} un sous groupe de (Z,+) car :
1)0€e H car:Ip=0:0=nx0
2)Ve,y € H, on a :

dp €Z:x=n X
{ pl e = r+y=nXx(p+p2)

dps €Z:y=n X py
= x4+y=nxpeH (oup=p1+p€Z)

) Ve e H, on a:
dpeZ:x=nxp=(—x)=nx(—p) € H (car (—p) € Z).
Alors, H est un sous groupe de (Z,+).

Proposition 3.3.1 (H,x*) est un sous-groupe de (G, *) ssi

1) H # @.(e € H l’élément neutre de G)
2Q)Ve,y € H:xxy € H.(ou gy est ’élément symétrique de y)

Remarque 3.3.1 .
1) L’intersection de deux sous groupes est un sous groupe.
En effet, soient Hy et Hy deux sous groupes de (G, *)
7,) ec Hetee Hy=e€ H NH,
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i) Y,y € H, on a :
r,y € Hyetx,ye Hy

= zxye H etxxy e Hy
= xxye H NH,

i) Yx € H, on a :
r € H;etxe€ Hy

= X € H, etx € Hy
= T € H NH,

Done, Hy N Hy est un sous groupe de (G, ).

2) La réunion de deuz sous groupes n’est pas un sous groupe.

En effet, posons Hy = 27 et Hy = 57 deux sous groupes de (Z,+).
On a, 2€ HHUHy etb € Hi U Hy mazs2+5§§H1UH2

Done, Hy U Hy nest pas un sous groupe de (Z,+).

3.4 Morphisme de groupes

Dmfinition 3.4.1 Soient (G,®) et (G',®) deux groupes. Une application
f: G — G’ est un morphisme (ou homomorphisme) de groupes si :

V(r,y) e G*: fzxy)=f(a)Tf ().

o Si f est bijective alors on dit que f est un isomorphisme de (G, %)
dans (G', T).

e 5i G = Galors on dit que [ est un endomorphisme.

o Si f est un endomorphisme et bijective alors on dit que f est un
automorphisme.

Exemple 3.4.1 Soit les groupes (Ri, ><) et (R, +). Soit Uapplication dé-
finie
f:R, — R
r — f(x)=In(z).

On a
Ve,yeRY : f(x+y)=In(zy) =lnz+Iny = f(z)+ f(y).

Donc [ est un homomorphisme de groupes.
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Proposition 3.4.1 Soit f : (G,*) — (G', T) un morphisme de groupes de
(G, %) dans (G',T) alors :
1) f(e) =é (ou e est I’élément neutre de G et é [’élément neutre de G’) :
2) Ve € G: f(x) = [f(x), ou T est Uélément symétrique de G et f (z)
I’élément symétrique de G.

Exercice 3.4.1 On définit sur l’ensemble G = ]2, 400| la loi A\ tel que :
Va,y € 12,400l :x Ay =(x—2)(y—2)+ 2.

1) Montrer que I\ est une lois de composition interne dans G.
2) Montrer que (G, ) est un groupe abélien.
Soit h Uapplication définie sur R vers G tel que :

2 1
h(x): T +

Vo € RY

3) Montrer que h est un morphisme de (Ri, ><) dans (G, ).

Solution. .

?
1) A est une lois de composition interne dans G si Vo, y € G,z Ay € G
On a

r,y € G=]2,400[=1x>2ety>2
= x—2>20ety—22>0
= (r—2)(y—2)>0
= (r—-2)(y—2)+2>2
Alors, x Ay € G.

2) (G, A) est un groupe abélien :
1) x commutative : Vx,y € G :

rAy=(r-2)(y—-2)+2=(y—-2)(z—-2)+2=y Az

Donc * est commutative.
2) x associative : Vz,y,z € G :

Ay ANz = [(z-2)(y—2)+2] Az
= ((z—-2)(y—2)+2-2)(2—2)+2
= (z-2)(y—2)(z—2)+2
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D’autre part,
tAyAz) = 2D (x—-2)(y—2)(z—2)+2)
= (z-2)((y—2)(z—2)+2—-2)+2
= (z-2)(y—2)(z—2)+2
Donc * est associative.
3) Soit e € G, I’élément neutre de la loi *, Yz € G,
rANe=x = (r—-2)(e—2)+2=2x
= (—-2)(e—2)+2—2=0
= (x—2)(e—3)=0
= e=3J.

Comme * est commutative donc e = 3 € GG, I’élément neutre de la loi A.
4) Soit T € G, I'élément symétrique x € G par la loi A, alors :

tAT=3 = (z—-2)(T—-2)+2=3

1
= T—-2=
r—2
g 2z — 3
Tr =
T — 2

Comme * est commutative donc Vo € G, admet un I’élément symétrique
T =223 ¢ @, parlaloi A.

Alors d’aprés 1),2),3) et 4) on a, (G, A) est un groupe abélien.

3) Soit
_2z+1

h est un morphisme de (R%, x) dans (G, A) si Vz,y € R}

Vo € RY

20y + 1
hz xy) = Zy ........ (1)

et
h(z) Ah(y) = (h(z)—2)(h(y) —2)+2

2 1 2 1
()
x Y

Donc (1) = (2) alors, h est un morphisme de groupes. m
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3.5. ANNEAU ET SOUS-ANNEAU

3.5 Anneau et sous-anneau

Dnfinition 3.5.1 Soient % et T deux lois de composition interne de E.
e On dit que la loi T est distributive & gauche par rapport a loi x si

V(z,y,2) EE: a1 (y*2)=(xTY)*(7%2).
e On dit que la loi T est distributive & droite par rapport a * si
Ve,y,z € E:(xxy)T2=(xT72)*(yT2).

e On dit que la loi T est distributive par rapport a * si elle est distributive
a la fois a gauche et a droite par rapport & *.

Remarque 3.5.1 5i la loi T est commutative. La loi T est distributive par
rapport a x si elle est distributive a gauche ou bien & droite par rapport &
.

Exemple 3.5.1 1) la multiplication X est distributive par rapport a l’ad-
dition +, dans R.Y (z,y,2) € R3 :

{xx<y+z>:<xxy>+<xxz>
(x+y)xz=(rx2)+(y X 2)

Dnfinition 3.5.2 (Anneau) Soient x et T deuz lois de composition in-
terne d’un ensemble A.
On dit que (A, *, T) est un anneau (anneau unitaire) i :

1. (A, ) est un groupe commutatif,
2. la loi T est associative surA,
3. T distributive par rapport a *,

4. lensemble A admet un élément neutre pour la loi T.

De plus, si la loi T est commutative sur A on dit que (A,*,T) est un
anneau commutatif.

Exemple 3.5.2 (Z,+, x) est un anneau commutatif, en effet
- (Z,+) est un groupe commutatif,
- X est assoctative :

Ve,y,z €Z: (x Xxy)x z=xx (y X 2),
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- X est commutative :
Ve,yeZ:xxy=yXx z,
- X distributive par rapport a + :
Ve,yz €Z:xx (y+2)=(rxy)+ (v x 2),
- ’ensemble 7. admet un élément neutre 1 pour la loi X.

Dmfinition 3.5.3 Soit (A, *, T) un anneau et B un sous-ensemble non vide
de A. On dit que (B,*,T) est un sous-anneau de (A,*,T) si :

e (B, %) est un sous-groupe de (A, %),

e e1 € B, (ou et ’élément neutre par rapport a T ),

eVryec B:xTye€ B.

Exemple 3.5.3 (Z,+, x) est un sous-anneau de l’anneau (Q,+, X).

Exercice 3.5.1 Soit I’énsemble A = {a +bV2:a,be Z} )
Montrons que (A, 4+, X) est un sous-anneau de (R, +, X).

Solution.
a) Ona0e Acar0=0+0v2
b) Vr,y € A, on a

Ja,b € Z:x=a+bV2
3V € Z:iy=d+VV2

Donc

r+y = -y
= a+bV2—d - VV2
= (a—d)+(b-V)V2
_ a//+bll\/§

aveca’ =a—d €Zet V' =b—V €7, alors
r+7yeA

2)Ona1€Acarl:l+0\/§
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3.6. CORPS ET SOUS-CORPS

3) Va,y € A,

TXYy = <a+b\/§> <a’+b’\/§>
= ad + ab/' /2 + ba' /2 + 2bb
= ad + 200 + (ab + ba') V2
CL” + b”\/§

avec a” = aa’ + 200 € Z et V' = ab + ba’ € Z, alors
rxye A

Donc (A, +, x) est un sous-anneau de (R, +, xX). m

3.6 Corps et sous-corps

Dmfinition 3.6.1 (corps) Soit K un ensemble non vide muni de deux lois
T et x. On dit que (K,*,T) est un corps si :

i) (K, %) est un groupe commutatif avec l’élément neutre e,.

it) (K\{e;},T) est un groupe.

i1i) La loi T est distributive par rapport a *.

Remarque 3.6.1 Si la loi T est commutative, on dit que (K,*,T) est un
corps commutatif.

Exemple 3.6.1 (R, +, X) est un corps commutatif.car,
i) (R, +) est un groupe commutatif.
i1) (R\ {0}, x) est un groupe commutatif.
i11) La loi X est distributive par rapport & +.

Dmfinition 3.6.2 Soient (K,*,T) un corps et H un sous-ensemble non
vide de K. On dit que (H,*, T) est un sous-corps de (K,*,T) si:

i) (H,x*) est un sous-groupe du groupe (K, ).

it) (H\{et},T) est un sous-groupe du groupe (K\ {et},T).

Exemple 3.6.2 (Q, +, X) est un sous-corps du corps (R, +, x).
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Chapitre 4

Nombres Complexes

4.1 Construction des nombres complexes

Dnfinition 4.1.1 On appelle ’ensemble des nombre complexes, noté C,
l’ensemble des nombres z de la forme :

2z =1 +1iy avec (z,y) € R? et i> = —1.

Le nombre réel x s’appelle la partie réelle de z notée : Re (z).
Le nombre réel y s’appelle la partie imaginaire de z noté : Im (z).
Cette forme z = x + iy est appelé forme algébique.

Dmfinition 4.1.2 .
1) Siy =0 alors, z est un nombre réel pur.
2) Si x =0 alors, z est un nombre imaginaire pur.

4.2 Opérations dans C

Proposition 4.2.1 Soient z = x + iy et 2/ = 2’ + iy alors :
1)z=0c2=0ey=0
z=2<ao=2ey=y
32+ =(w+iwy)+ @ +iy)=(@+a)+i(y+y)
4) z x 2 = (x +1iy) x (2 +1y') = (x2’ —yy') +i(vy + 2'y)
Exemple 4.2.1 Soit z =3+ 4i et 2/ =1 — 5i alors on a :

z+%42 = B+4)+(1—-5i)=4—1
ax i = (3+4i)x (1—5)=23—11i
22 = (344 =324 (4i)° +2x3x4i=T+24i
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Exemple 4.2.2 Soit z=1—2i et 2/ = —2 — i alors on a :

z+Z2 = (1-20)+(-2—4)=-1-3i
px i o= (1—2)(-2—i)=—4+3i
22 = (1-20)° =124+ (20" —2x1x2i=-3—4i

Remarque 4.2.1 (C,+, X) est un corps commutatif.

4.3 Conjugué d’un nombre complexe

Dnfinition 4.3.1 Soit z = x + iy un nombre complexe. On appelle le
conjugué de z, le nombre noté Z tel que

zZ=x—1y.
Exemple 4.3.1 Soit 2 =3+ 44, 20 =1 — 5i et 23 = —/2i

z1 = 3+4i=3—-4
Zy = 1—=-5i=1+451

7 o= —V2i=+V2i

Proposition 4.3.1 Soit z, 2 deux nombres complexes. Alors :

z2+Z = Z4+7%2
X i = ZXZ
z z ,
(—) = = avec £ # 0.
z Z
2" = Z",VneN.

De plus,

z4+2z = 2Re(z)
z2—Z 2iIm (2)
zx%Z = (Rez)’+ (Imz)?

Preuve. soit z = x + iy, £ = £ + 1y deux nombres complexes
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4.3. CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE

2+ 42 = (v+4iy) + (£ +1iy)
(z+2)+i(y+9)
(z+2)—i(y+9)
(z —iy) + (& —19)
- z47

z

Xz = (x+1iy) X (£ +19)
= (zf —yy) +i(zy + yt)
= (2 —yy) —i (g + yi)

x % = (v —iy) x (& — 7))
= (2f —yy) —i(xy +yi)

o 77 =7, Vn € N*,

Par récurrence

epourn=1:z2=7%
e Vn € N* : posons 2" = z", démontrons z"+1 = 11
onaztl =20 X 2 =2"XxZ=2"x%Z=z"".

o 2+ 2z=2Re(2)

2tz = (z+iy)+ (z—iy)
22 = 2Re(z)
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2=z = (z+iy) — (z—1iy)
= 2iy =2Im(2)

e 2x7Z=(Rez)’ + (Imz)°

z2XxzZ = (v+iy) X (z —1y)
x? — (iy)”
= 224+ y* = (Re2)” + (Im2)°.

1+i .

Exemple 4.3.2 Trouver la forme algébrique de 5= :

L+i\ _(1+)@2+i) _ 143 1 3,
= = = — —1.
2—i) (2-i)(2+i) 2+12 5 5

4.4 Module d’un nombre complexe

Dnfinition 4.4.1 Soit z = x + iy un nombre complexe. On appelle le mo-
dule de z, le nombre réel positif noté |z| tel que

2] = V&% + 2
Exemple 4.4.1 Soit 2y =3+ 41, 20 =1—5
lz1] = Vv32+42=5

2] = 12+ (=5)"=V11

Remarque 4.4.1

2xzZ = |z
1z oz
z z><2_|z|2
=zl = |7
z| = |7



4.5. INTERPRETATION GEOMETRIQUE D’UN NOMBRE
COMPLEXE

4.5 Interprétation géométrique d’un nombre
complexe

Dnfinition 4.5.1 Soit z = x + iy un nombre commplexe, on peut faire
correspondre un point M (x,y) dans un plan orthonormal (O, ,7’). On
dit que z est Uaffize de M. On note M (2).o0u |z| est la distance OM 0

I’angle (ﬂ), OM) qui s’appelle argument de z, noté arg (z) et on a

cos (0) = 5
arg (z) =0 : { sin (0) = L

|z

ik

Exemple 4.5.1 Soit 2y =141 et 2o =1+ \/§z', on a

] = VIt1=v2
] = VIt3=2.

et
cos (0,) = \/Li = ‘/75 T
: =0, =—
arg (z1) { sin (0;) = \% = \/75 1=
. cos (62) = 2 o
arg (22) : { sin (92) _ \/Tg = 091 = g

Remarque 4.5.1 L’interprétation géométrique de z est le point M’ (Z) est
le symétrique du point M (z) par rapport a 'axe des abscisses.
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4.6 Forme trigonométrique

Dmfinition 4.6.1 On appelle forme trigonométrique d’un nombre com-
plexe z = x + 1y, ’écriture suivante :

z =1 (cos (A) +isin (),

avec
r=lz| et 0=arg(z).

Exemple 4.6.1 .
1) Soit z =141, on a

ro= |zl =y/124+(-1)*=V2
0) — L — 2
0 = arg(z): ‘COS(> *15 2\/5 ~g=_"
sin (0) = —5="% 4

On déduit la forme trigonométrique de z,

= V3 (cos (- T) +isn (- 1)).

2) Soit z = /3 (cos (%) + i sin (%)), on a la forme algébrique de z est

z = \/§<1+Z£>

2 2

3 3
z = £—I—z’—.

2 2
Proposition 4.6.1 Soit z un nombre complere, on a les relations sui-
vantes :X
|—z| = |z| et arg(—z2) =arg(z)+
Z] = |z| et arg(z) = —arg(2)

Proposition 4.6.2 Soit z, 2z’ deux nombres complexes, on a les relations

sutvantes :

2 x 2| = |z| x| et arg(z x 2') = arg(z) + arg (%)
< |Z| / < ,
7 R 2 #0. et arg (;) = arg (z) — arg (%)
2" = |z[" ,neN" et arg(z")=narg(z)
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Preuve. Soit z = |z| (cos (0) +isin (0)), 2’ = || (cos (§') +isin (¢)) deux
nombres complexes (forme trigonométrique).
1) |z x 2| = |z| x || et arg (z x 2') = arg (z) + arg (2')
zx 2 = |z|(cos (0) +isin(0)) x |£| (cos (0") +isin (7))
= |z| x |2|[cos (#) cos (§') — sin (0) sin ()
+i (cos (0) sin (0") + sin () cos (0"))]
= |z x [£] (cos (0 +0) +isin(0+6')).

2) |2 —||— 2 #0.et arg (£) = arg (z) — arg (2') .
z 2| (cos () +isin ((9)) cos (0') — isin (6')
2 4] (cos (#) +isin (0)) cos( ") —isin (')
_ 4 <cos(0)cos( ") + sin (#) sin (0")
4 cos? (0') + sin’ (¢")
_cos (0) sin (8') — sin (#) cos (0")
cos? (0') + sin? (¢')
= H(cos(@ 0') +isin (0 —6'))
3) 12" =|2]" ,n e N* et arg(z")=narg(z) (Par récurrance )
W=l
pour n =1: |2} = |z]
posons |z"| = |z|", montrons |2"1| = |z
‘zn—O—l‘ — |ZnXZ|
= 2" x |2]
= o x e
n+1

= |7
b) arg (2") = narg(z), n € N*
pour n = 1: arg (z!) = larg(2)
Vn € N* : posons arg (2") = narg (z) , démontrons arg (:"™') = (n + 1) arg (2)
on a
arg (2"7) = arg (2" x 2)
= arg(2") +arg(z),1) d’aprés b)
= (n+1)arg(z).
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Exercice 4.6.1 soit les nombres complezes z =1+ i3, 2/ =1 —
1) Mettre sous la forme trigonométrique : z,2',z2 X 2', 5, 2*
2) Mettre sous la forme algébrique z x 2’

Solution. .
1)
P 2((305(%) + isin(g)), 2 = \/5(008(2) - isin(%)),
L 2\/5((:08(%) + isin(l%)), 5 = \/ﬁ(cos(:—;r) +isin(%)),
22 = Zxz= 4(cos(2§) + isin(%))
2)
2x 7 = 1+\/§+i(\/§_1>-
]

4.7 Forme exponentielle

Dmfinition 4.7.1 Soit z = r (cos + isinf), on pose € = cos (#) + isin () .
On appelle forme exponentielle d’un nombre complere z la forme :

z=re? avec r=|z| et O=arg(z).
Exemple 4.7.1 La forme exponentielle de nombre complexe z =1+ i est

z=/2e'1,

. o \/g .3
La forme exponentielle de nombre compleze z = 3> — i3 est

z = \/ge_i%.

4.8 Formule d’Euler

Dmfinition 4.8.1 Pour tout réel 0, on a :

i0 | —i0
cos(f) = %
0 —if
sin(0) = © 2,6
i
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4.9. FORMULE DE MOIVRE

Exemple 4.8.1 En utilisant la formule d’Euler, linéariser sin® () et cos* (0)

0 _ —if\ 3
3 (e’ —e
sin® () = (—22, )

(@ s e e ) - ()

= _l (6i39 — 3¢ 4+ 37 — €—i39)

817

1 [ ei30 _ o—i30 o0 _ o—if
= —= -3

4 ( 2i 2 )

1
= —7 sin (36) + §sim (0).

4
et
0 ,—i0\ 4
4 (e +e
cos™ () = —5 )
_ % <(€i9)4 1y (6i0)36—i6 16 (6i0)2 (e—ie)2 1 4e® (€—i0)3 n (e—i0)4>
_ % (€49 4 46 4 6+ 4= 4 ¢=149)
1 [0 1 o=i10  Li20 4 -i20 g
-8 ( L R 5)
= % (cos (40) + 4 cos (20) + 3)

4.9 Formule de moivre
Proposition 4.9.1 Pour tout réel 0 et tout entier n, on a

(cos (0) + isin (0))" = cos (nf) + isin (nd)

Preuve. On va montrer (cos (f) 4 isin (6))" = cos (nf)-+isin (nf) (par récurrence)
1) Pour n = 0 : { (cos () +isin (0))° =1
cos (0 x 0) +isin(0x6d)=1
2) On suppose (cos (#) + isin (0))" = cos (nf) + isin (nf) et montrons
que

vraie
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(cos (6) +isin (0))" ™ = cos ((n + 1)) + isin ((n + 1) )

(cos (A) +isin (0))""" = (cos(8) + isin (A))" (cos (#) + isin (9))
= (cos (nB) + isin (nh)) (cos (0) + isin (0))
= cos (nf) cos (A) — sin (nd) sin (9)
+i (cos (nd) sin (#) + sin (nd) cos (6))
= cos (nf +60)+isin(nd + 0)
= cos((n+1)0) +isin((n+1)0)
Alors, (cos () +isin (0))" = cos (nf) +isin (nd). =
Exemple 4.9.1 En utilisant la formule de Moivre, on calcule cos (30) et
sin (30) en fonction de cos (0) et sin ().
(cos (A) + isin (0))® = cos (3) + i sin (36)

(cos () +isin (0))° = cos®(A) + i3 cos® () sin (A) — 3 cos (6) sin? () — isin® ()
= [cos® (6) — 3 cos (A) sin® (A)] + i [3 cos® (6) sin (A) — sin® ()]
= cos(36) +isin (36)

cos (36) = cos? (0) — 3 cos (0) sin? (0)
Alors, { sin (30) = 3 cos? (/) sin (0) — sin® (§)

4.10 Racine carrée d’un nombre complexe

Dnfinition 4.10.1 Soit Z = a + tb un nombre complexe. Si le nombre
2 = x + iy est une racine carrée de 7 c-a-d 7 =z < Z = 22 alors :
1) Si Z =0 donc z = 0.
2) Si Z =c (c € R) donc,

z=24/csic>0
z==i/csic<0

3) Si Z =a+ib avec b # 0.
Soit z = x + 1y racine carrée de Z
{ =27 {$2—y2+2ixy:a+ib

|22 = | Z] 2?2+ y? = Va2 + b2
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Alors,
(H+@B)ona:2r>=a+Va2+0 =z==+vVa+ Va2 + b
B)— (1) ona:2=b+vVa2+b>=y==+Vb+Va>+1?

(2) on a: si 2xy > 0 alors, x et y sont de méme signe.
"\ si2xy <0 alors, v ety sont des signes différents.

Exemple 4.10.1 Soit Z = 3 — 4i, on va calculer les racines carrées de Z
on a :
Soit 22 = Z & (x +1y)* = 3 — 4

(1)+@3):202=8=a?=4= 2 =43.
B)—():2y=2=y*=1=y=+1.
(2) : 2zy = —4 < 0 alors, © et y sont des signes différents
Donc, zy =3 —1 ,20 = =3+ 1.

Exemple 4.10.2 On va calculer les racines carrées de nombres complexe
7z =-2

On cherche z = x + iy tel que 22 = Z. On a

22 = —2=22=4%2

= z=V1i?2
= leiﬁetZQZ—i\/ﬁ

4.11 Racines n-iémes d’un nombre complexe

Dmfinition 4.11.1 Soit Z = a + ib un nombre complexe.
Pour déterminer les racines n — iemes de Z on a :
1) On écrit Z sous forme exponentielle Z = re'(0+2km)

2) z les racines n — iemes de Z si

Zk _ {L/ijk_: n/r61(9+2kﬂ')’k:{o, 1’27,n_1}
,L-9+2k7'r

= zr=Rre" » , k={0,1,2,...,n—1}
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Exemple 4.11.1 On va calculer les racines quatriemes de Z =1 +i\/3
On écrit Z =1+ i\/3 sous forme exponentielle alors :

1zl = /() + <\/§>2:\/Z:2

cos(@):%
0 = arg(z): 3
sin (0) = —
2
= 9:g+2lm/kez

Donc les racines quatriémes de Z sont
2= V2 (G275 = 10,1,2,3).

Alors,
4/5 § 4/5 GIT 4/ ji3m a/5 197
ZOI\/§€12,21:\/§€12,22:\/§€ 12z, = +2e" 12,

4.12 Reésolution des équations dans C

Proposition 4.12.1 Soit [’équation du scond degré az* + bz + ¢ = 0, o
a,b,c€ C eta#0, et soit A =b? — 4ac le discriminant.

On distingue quatre cas :
1) Si A >0, on a deux solutions réelles :

_b=VA b+ VA

T 2a 2a

2) Si A =0, on a une racine double

22

b
2’
3) Si A <0, on a deux solutions complexes

_ b= iVIAl_ —b+iy/A]

2a ’ 2a

20

21

4) Si A =a+if avec B # 0, on a deuz solutions
—b—9 ~ —b+o

Z9 —
2a 2a '

1 =
ot § est la racine carrée de .
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Exemple 4.12.1 On va résoudre dans C l'équation : 2> — (3 +4i)z — 1+
50=0: Ona
A=[-B+i))>—4(=1+5i)=—3+4i
On cherche 6 = x + iy racine carrée de A. Donc
r?—y?=-3 (1)
R2=A={ 2zy=4 - (2)
22 4+92=1/(=3)°+42=5 ..(3)
(1)+@):222=2=2?=1=z==+1.
B)—(1):22=8=y’=4=y==42
(2) : 2zy > 0, alors x et y de méme signe

Donc 61 =1+ 2i et 69 = —0; = —1 — 21.
Alors, les solutions de l’équation sont

—b—8  3+4i-1-2 242

1 2 2 2 T

b+6 344i+1+2% A+6i .

= _ - — 2430
2 2 2

Exercice 4.12.1 Soient les deux nombres complexre Z = 21L_4; et W =4v3+4i
1) Ecrire Z sous forme algébrique.
2) Déterminer les racines carrées de Z.
3) Ecrire W sous forme exponentielle.
4) Déterminer les racines cubiques de W.

5) Résoudre dans C 'équation : 2* — 8v/3z + 64 = 0.

Solution. 1) La forme algebrique de Z :

Z_2+4i_(2+4i)(1+i)_—2+6i
Cl—i (1—d) (146 2

= —1+3i

2) Les racines carrées de Z :
Soit 22 = Z & (z +iy)* = —1 + 3
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(B)-(): 2P =3P =3=y=4/t
(2) : 2zy = 3 > 0 alors, x et y sont de méme signe.

3.
5 1.

_ 1 3; ., _
Donc, z; = 75—{— \/;2,22 = — 5

1

2
3) La forme exponzntielle de W :

w

On va calculer r = |W|, 6 =

f— = 43 _ V3
0 =arg (W) : cos «9—“9 R 0= 4 %r keZ
sinf = g =5 = 3 6
Alors,
W = 8e's
4) Les racines cubiques de W :
Soit

W = 8ei(5+2km)
Donc, les racines cubiques de W sont :

3

W, = 86i(%+2k7r) _ 2€i(%+2kﬂ)%’ ke {0’ 1, 2}
Alors,

- 137 - 257

Wo = 2¢'is W =2e 18 Wy = 2e" 18,
5) Résoulution danc C I'équation : 22 — 8v/3z + 64 = 0.

_ (_8\/5)2 — 4(64) = —64 = 264

On a,
VA = +i8

Alors, les solutions de I’équation sont

—b+\/_ 8\/_+8Z_4\/—+4Z

2a

zZ1 =

Z9 =
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Exercice 4.12.2 : Résoudre dans C [’équation :

(1+2i) 2% —(943i) Z —5i+10=0
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Chapitre 5

Polynémes et Fractions
Rationnelles

Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif d’un des corps Q, R
ou C.

5.1 Généralités

Dmfinition 5.1.1 On appelle polynoéme a coefficients dans K [’expression
définie par :

n
P(z) = Z apt’ = a2 + ap 3"+t @’ +ar+ag , neEN
k=0

ol ag, Ay, ...,a, sont des éléments de K appelés coefficients du polynome
P (z), et x une variable indéterminée.

On note par K|x] l’ensemble de tous les polynomes a coefficients dans
K.

Exemple 5.1.1 P (z) = Y7_ apr® = 52% — 22% 4+ 3 est polynomes o coef-
ficients dans K =R

Dnlfinition 5.1.2 .

i) Si tous les coefficients a, = 0, alors P (x) = 0 est appelé le polynome
nul.

ii) On appelé polynémes constant tous polynomes de la forme P (x) =
ag.

iii) Si a, =1, on dit que P (x) est un polynome unitaire.
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5.2. OPERATIONS SUR LES POLYNOMES

Dafinition 5.1.3 On appelle degré d’un polynome P, et note par deg (P),
le plus grand entier k tel que ay # 0.
Autrement dit,

deg (P) = max{k € N, a; # 0} .

On note par K,, [x] I’ensemble de tous les polynomes inférieur ou égal a n
et a coefficients dans K.

Ko [z] = {P € Ky [z] | deg(P) <n}.

Remarque 5.1.1 .
1) Un polynome constant non nul est un polynéme de degré 0.
2) Le polynéme nul n’a pas de degré.

Exemple 5.1.2 .
o 13 — 51+ % est un polynome de degré 3
e 1" + 2 est un polynome de degré n.
e 2 est un polynéme constant de degré 0.

5.2 Opérations sur les polyndémes

Dmfinition 5.2.1 (Egalité) Soient P = a,x" + ap_12" ' + ... + asx® +
a1x + ag et Q = ba™ + by_12" L+ .+ box® + bz + by deuz polyndmes
coefficients dans K. On dit que P et () sont égaux ssi :

P=Q < a,=0b, pourk=1{01,2,..n},

Dnfinition 5.2.2 (Addition)

Soient P = ap,x™ + ap_12™ 4 ...+ ax® + a1z + ag et Q = by +
by_12" L+ . 4 b + by + by deux polynomes a coefficients dans K, Alors
P+QeKlix] et ona

P+Q = (an + by) 2"+ (-1 + bp_1) 2" 1. A(ag + by) 2*+(ay + by) x-+(ag + bo) .

Dmfinition 5.2.3 (Multiplication)

Soient P = apx™ + ap_12™ 1t + ...+ a92® + a1x + ag et Q = bya™ +
by_12" L4 4 bex? 4 by + by deux polynomes a coefficients dans K, Alors
PxQeKlz] et on a

PxQ=ca" +c12" t+ ...+ cx®+ar+c,

avecr =n-+m et cy =y a;b; avec k ={0,1,2,...,r}

itj=k
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CHAPITRE 5. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

Dnfinition 5.2.4 (Multiplication par un scalaire)
Soient P = apa"™ + an_12™ "t + ... + asx? + a1 + ay un polynome de
Kiz], et A € k. Alors AP deK [z] et on a

AP = Aapz" + Aap_12" L+ o+ Aagz? + dayz + Aao.
Exemple 5.2.1 Soient P =23 -2+ 1 et Q = 22+ 32 — 2

P+Q = (1+0)2*+(B—-2)z+(1-2)
= 34+2-1

et

PxQ = (1x2)2°+ (1 x3)z*+(1x(=2)2*+((—2) x 1) 3
+(=2)x )22+ ((-2) x (2)) v+ (A x D)2+ (1 x3)x+1 x (-2)
= 22° 4+ 32t —4a® — 5?4+ Tx — 2
Proposition 5.2.1 Soient les polynémes P,Q, R € K[z] Alors
H)0+P=P, P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q+R).

2)1xP=P, PxQ=QxP, (PxQ)xR=Px(QXR).
) Px(Q+R)=(PxQ)+ (P xR).

Proposition 5.2.2 Soient P,Q deuz polynémes a coefficients dans K [x].
Alors

deg (P x Q) = deg(P)+ deg(Q)
deg (P + Q) < max(degP,deg()

5.3 Division euclidienne

Dmfinition 5.3.1 Soient A, B € K|[z] avec deg (B) < deg(A), on dit que
B divise A (ou B diviseur de A) s’il existe un polynome Q € Kz| tel que
A = BQ. On note B|A.

On dit aussi que A est multiple de B ou que A est divisible par B.

Exemple 5.3.1 .
Le polynéme P (z) = x — 2 divise la polynéme Q (z) = 2> — 3z +2 car :

?—3r+2=(z-2)(z—-1).
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Dnfinition 5.3.2 .

Soit A € K|x] tel que deg (A) > 1. On dit que P est un polynome irré-
ductible si ses seuls diviseurs sont les polynémes constants et les polynomes
qui lui sont associés, c’est-a-dire les polynomes de la forme A, X € K.

Dans le cas contraire, on dit que A réductible, c’est-a-dire il existe
alors des polynomes B,Q € K|z| tels que A = BQ, avec deg(B) > 1
et deg (Q) > 1.

Exemple 5.3.2 .
e Les polynomes de degré 1 sont toujours irréductibles.
e Dans C[z], les polynomes irréductibles sont les polynémes de degré 1.
e Dans R[z], les polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1
et les polynomes de degré 2 de discriminant négatif.
o 22+ 1= (z+1)(x—1i) est réductible dans C [z] mais est irréductible
dans R [z] .

ThEorBmme 5.3.1 (Division euclidienne)
Soient A, B € K [z] avec deg (B) < deg (A) et B # 0, alors il existe un
unique polynome Q) et il existe un unique polynome R tels que

A=BQ+ R avec deg(R) < deg(B)

A est appelé le dividende, B le diviseur, () le quotient et R le reste de la
division euclidienne de A par B.

Exemple 5.3.3 La division euclidienne du polynéme
A(x)=22* —2% - 22> +3x — 1 par B(z) =2 —z + 1

:a.!:"—:r.:.3.—11.:.2.+ IX—1 X1-Xx+1
- ;3—4.;+ 3.;.'(—1 2X?+X—3
Tl
—-X+2

alors
Al@)=("—2+1) (22°+2-3) —z +2.
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Exemple 5.3.4 En utilisant le shéma de Horner. Effectuer la division eu-
clidienne de

P(x)=a"-32*+22° —2 +2 par Q (z) = 2 — 3.

11 -312]-1] 2
310 3 |10 6 |15
110 (2] 5 |17

Alors
P(z) = (z —3) (z* + 2z +5) + 17.

5.4 Racines d’un polynéme

Dmfinition 5.4.1 Soit P un polynéme non nul de K[z] et a € K. On dit
que « est une racine (ou un zéro) de P si P (a) = 0.

Proposition 5.4.1 Soit P un polynéme non nul de K [z] et o € K. Alors :
a est une racine de P < P divisible par (x — ).

Exemple 5.4.1 Soit P € R[x], P(z) = 2® + 42? — 22 — 3
Ona P(1) = (1> +4(1)>—2(1) =3 =0, alors 1 est une racine de P.
La division euclidienne du polynéome P (x) par x — 1

3 4422 —2x -3 X -1

-z +x? 22 +br +3
5x2 =2z -8
5t b1
3r -3
-3r +8
0 0

Alors
P(z) = (z — 1) (42° + 5z + 3)

Dmfinition 5.4.2 Soit k € N*. On dit que o € k est une racine de multi-
plicité k de P si (x — )" divise P et que (x — )™ ne divise pas P. On
dit aussi que v est une racine d’ordre k.

Remarque 5.4.1 Lorsque k = 1 on parle d’une racine simple, lorsque
k = 2 on parle d’une racine double, lorsque k = 3 on parle d’une racine
triple, ..etc
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Exemple 5.4.2 P(z) = (z — 3)* (z — 5) (z — 1)3,
5 racine simple, 3 racine double, 1 racine triple.

Proposition 5.4.2 Les propositions sutvantes sont équivalantes :
i) a est une racine de multiplicité k de P,

ii) Il existe Q € [z] tel que P(x) = (z — )" Q(x) et Q (a) # 0.
iii) P(a) = P'(a) = ... = P# Y (a) =0 et P® (a) #0.

Exemple 5.4.3 Soit P (X) =23+ 2% —2 et Q (X) = 2® 4+ 32% — 4. Alors,
1) 1 racine simple de P car :

P(1) = ’+12-2=0
P (X) = 3X?4+2X =P (1)=5+#0
Donc,
P(z) = (z —1) (2* + 22 + 2)
2) (—2) racine double de Q car :

Q(-2) = (-2’ +3(-2°-4=0
Q(X) = 3X>+3X =Q' (-2)=0
Q"(X) = 6X+3=Q"(-2)=-6+#0

Donc,

Qa) = (z+2)*(z - 1).

5.5 Factorisation d’un polynéme

Thlorlmme 5.5.1 Soit P € K|[z| un polynome de degré n > 1. Alors P
s’écrit comme un produit de polynomes irréductibles unitaires,

P = \PF P} pH

ou N € K*, r € N*, k;, € N* et les P, sont des polynémes irréductibles
distincts.

ThlorBmme 5.5.2 (Factorisation dans C [z]|) Les polynémes irréduc-
tibles dans C [x] sont les polynomes de degré 1.
La factoristion d’un polynome de degré n > 1 s’écrit,

P=Xz—a)" (z—w)”. . (z—a)

ol a1, g, ..., . sont les racines distinctes de P et kq, ks, ..., k. sont leurs
multiplacité.
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Exemple 5.5.1 Soit le polynéme P (z) = x* — 1. Alors
P(x) = a*—4=(2*-2) («* +2)
= (:v—\/§> (x+\/§> (x—m@) (x—l—zﬁ)
ThEorBmme 5.5.3 Soit P un polynome a coefficients réels admet le nombre

compleze z (Im (2) # 0) comme racine. Alors Z est aussi racine de P avec
le méme ordre de z.

Exemple 5.5.2 Soit P(x) = 2> + 2x + 2 admet —1 + i comme racine.
Alors, —1 — i est une racine de P.
P(@) = @+20+2= (0~ (~1+3) (@~ (~1-1)
= (x4+1—19)(x+1+19)
ThEorBmme 5.5.4 (Factorisation dans R [z]|) Les polynémes irréduc-
tibles dans R [x] sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré 2

avec A < 0.
La factoristion d’un polynoéme de degré n > 1 s’écrit :

P=Xz—a)" (z—a)®. . (z—a)" QnQme..Qr

ol les ay; sont exactement les racines réelles distinctes de multiplicité k; et
Qi sont les polynomes irréductibles de degré 2.

Exemple 5.5.3 Soit le polynéme P (x) = z* — 1. Alors
Pz) = 2*—1=(2"-1) (2 +1)
= (z-1)(z+1) (2 +1).

Remarque 5.5.1 On va factriser P (z) = az® + bz + ¢ ot a,b,c € R.
1) Si A >0, alors on a,

P(z)=a(x —x1) (v — x2)
—b—VA

ol T = =5 et@z%.

2) Si A =0, alors on a g = 5—;, et

P(z) = a(x —z)°

3) Si A <0, alors on a :
a) Dans R : pas de factorisation.

—b—i\/]A| ot 2y = —btiy/|A| o

b) Dans C, on az; = —; P

P(z)=a(zr—2)(r — 22)

82



5.6. FRACTIONS RATIONNELLES

Exemple 5.5.4 factriser dans R puis dans C

P(r) =22 +32 -5, Q(z)=2>+32+9, R(z) =22%+ 3z +5.

5.6 Fractions rationnelles

Dmfinition 5.6.1 Soient P et () deux polynomes a coefficients dans K avec
Q # 0. On appelle fraction rationnelle F' le quotient de P par Q) et on note

F = 0
Dmfinition 5.6.2 (Pole) Soit o € K. Alors
1) On dit que a est une racine (ou zéro) d’ordre k de F = g si et
seulement si a est une racine d’ordre k de P et o n’est pas racine de Q).
2) On dit que « est un pole d’ordre k de F' = — si et seulement si «

Q

est une racine d’ordre k de Q).

Exemple 5.6.1 .

2
r—2
1) ( 5 +i , 2 racine double, i et —i deux poles simples dans C, mais
x
n’a pas de poles dans R.
?+1 . . . o .
) ( ek 1 et —i deux racines simples dans C, mais n’a pas de racines
l’ J—

dans R. 2 est un pédle d’ordre 3.

P
Dnfinition 5.6.3 (Partie entiére) Soient P,Q € K|z] et F = 0 avec

deg (P) > deg (Q). Alors, il existe deux polynémes E et R tel que P =
EQ + R avec deg (R) < deg (Q) . Donc
R

F=E+-.
Q

E est appelée la partie entiére de F.

Remarque 5.6.1 .
1) Pour trouver E et R, on effectuons la division euclidienne de P par

0.
2) Sideg (P) < deg (Q) alors E = 0.
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Exemple 5.6.2 .

3
1
1) Soit F == —;
T

. Ona

Ici la partie entiére E = x.

, zt—3
2) Soth:x2+1. On a
(2t —=1)—2 (2> =1)(22+1) -2
F — =
2+ 1 241
= 22 —1— 2
x?+1

Ici la partie entiére E = x? — 1.

5.7 Décomposition en éléments simples

P
ThlorBmme 5.7.1 (Dans C) Soit 6 fraction rationnelle avec P,Q €
Clz], pgced(P,Q) = 1 et Q = (x — Oél)kl (x — Oé2)k2 (= ozr)kT . Alors il

existe une seule écriture

P ay a2 Qg
— = E+ + +oF—
Q (z— o)™ (z—an)™! (r —aq)
b b b
1 o : 1 T T »
(x —az)™  (r—ag)™ (z — a2)
+...
1 C2 Ck,
+ + 4ot
(z—a)  (z—a,)"! (x — ay)

Exemple 5.7.1 .

1)

o 1 B 1 1
24+1  (x44)(z—i) 2(@+i) 2(x—i)
2)
at — 82+ 9x — 7 -1 2 ~1
=z+1+ +

(x—2)"(z +3)



5.7. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

3)
3+ 2 B 3+ 2z
(22 +1)° (z+1)° (x — i)
—1 1 7 1
= 5+ +

=i 2-0) d@ri 2@t

ThEorlmme 5.7.2 (Dans R) .

P
Soit 0 fraction rationnelle avec P,Q € R [x], pgcd(P, Q) =1
et Q= (x—a)"™ .. (z—a)" (@24 pr+q)" ... (22 + px + ¢)"™ avec
A; <0 pouri=1,..,s. Alors il existe une seule écriture

P aq as ay,
-~ = E+ + +.t—
Q (z— o)™ (z—ay)™! (z — 1)
+...
C1 Co Ck,
+ + o
(x — ozr)kr (x — ozT)kr_l (x — ay)
All’ —|— Bl Anll’ —|— Bn1
(24 pz+q)" T (224 pr+q)
+...
Cll‘ + D1 Cns$ + Dns
- R ST S
(22 + psz + qs) (22 + psz + qs)

Exemple 5.7.2 Décomposer en éléments simples dans R [z] .

ot -2t 41

3 — 2

F

Solution. On a deg (z* — 22 + 1) > deg (23 — x2). On effectue la division
euclidienne, on trouve

t—2?+1= (2" —2*) (z+1)+1

Alors

On pose
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On a deg (G) < 0, et 1 pole simple et 0 pole double.

1
G=——.
22 (x—1)
On en déduit que
1 a b c

avec a, b, c € R. Alors

1
c = —2 =1
T r=1
1
b = = -1
x_lmz()
D’autre part
ligl xG = a+c=0
= a=-—-c=—1
Alors . . .
F = [ ——
T z 2 x-1
]

Exercice 5.7.1 Soit le polynome R[X] défini par :
P(X)=X*"+3X%+4X*+3X +1

1) Veérifier que (—1) est une racine de P, quelle est sa multiplicité.
2) Factoriser P (X) en facteurs irréductibles dans R [X] puis dans C [X] .
3) Décomposer en éléments simples dans R [X] la fraction rationnelle :

2X +1
P (X)

F(X)=

Solution.
P(X)=X*"+3X*+4X*+3X +1

1) Vérification de (—1) est une racine de P
P(—1) = 0 alors (—1)est une racine de P
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5.7. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

P(X) = 4X®4+9X?+8X +3= P(-1)=0
P(X) = 12X24+18X +8=P(-1)=2+#0

Donc (—1) est une rasine double de P (X).
2) Factoriser P dans R [X] puis dans C [X]
Comme (—1) est une rasine double de P (X) on a,

P(X)=(X+1)°Q(X)

on effectuer la division euclidienne de P par (X +1)* = X2 +2X + 1.
On trouve :
P(X)=(X+1)?(X?+X +1)

On va factoriser X2+ X +1 dans R :
A=-3<0

Alors :
P(X)=(X+1)°?(X2+X +1)

Factoriser dans R [X] .

Dans C :
On va factoriser X% + X + 1 dans C :
On a:
A =-3=i%3
Alors,
X, = —1+iv3
2
11—
x, — —Lziv3
2
Donc,

P(X)=(X+1) (X+1_i\/§> <X+1+i\/§)

Factoriser dans C [X].
3) Décomposition la fraction rationnelle : F'(X) = %5
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La factoriser de P (X) dans R [X] est
P(X)=(X+1)7°(X*+ X +1)
Comme (—1) est un pole double et X? + X + 1 est irréductible (A < 0),
la décomposition de F' s’écrit :
2X +1 a b cX +d

+ +
(X+12(X2+X+1) (X+1)7° (X+1) X24+X+1

On a
2X +1
XXl
X=-1
On remplace la valeur de a = —1 dans F :
2X +1 -1 b cX +d
(X+1)2(X2+X+1):(X+1)2+(X+1)+X2+X+1
2X +1 1 b cX +d
(X+1)2(X2+X+1)+(X+1)2:(X+1)+X2+X+1
X? +3X 42 b cX +d
(X+1)2(X2+X+1)7(X+1)+X2+X+1
(X+1)(X+2) b X +d
(X+1)2(X2+X+1) (X+1) X2+X+1
Alors :

(X +2) b X +d

Xrne+x+n)  (x+1) xerxr1

D’aprés (%) on a :
(X +2)
X2+ X 1,

On remplace la valeur de b = 1 dans (x) :

b

(X +2) B 1 cX +d
(X+1)(X2+X+1) (X+1) X2+X+1
N (X +2) 1 X +d
(X+1)(X2+X+1) (X+1) X2+X+1
1—X? cX +d
=

X+ (X2+X+1) X2+4+X+1
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Alors :
—-X+1 cX +d

X2+ X+1 X2+X+1

Par comparaison, on a :

c=-1,d=1
La décomposion de F' est :
2X +1 -1 1 —1X +1
(X+1)*(X2+X+1) (X+1)° (X+1) X2+X+1
[ ]

Exercice 5.7.2 :

Soit le polynéme P = X* —4X3 +3X%2 +4X — 4

- Vérifier que : 1,—1 et 2 sont des racines de P.

- Quelle est la multiplicité de chacune de ces racines.

- Factoriser P.

- Soit le le polynome Q = X* — X241, effectuer la division euclidienne
de () par P.

- Décomposer en éléments simples la fraction £

6.
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Chapitre 6

Calcul Matriciel, Calcul des
déterminants

Dans ce chapitre, k désigne un corps. On peut penser a Q, R ou C.

6.1 Calcul Matriciel

6.1.1 Deéfinitions

Dmfinition 6.1.1 - Une matrice A est un tableau rectangulaire d’éléments
de k.

- Elle est dite de taille n x p si le tableau posséde n lignes et p colonnes.

- Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A.

- Le coefficient situé a la i — éme ligne et a la j — eme colonne est noté
a;j -

Un tel tableau est représenté de la maniére suivante :

CL171 CLLQ . CLLJ‘ . (1,171,

(21 Q22 . Q25 . Q2p
A =

a;1 A2 ;5 Qi p

Gp,1 Qn2 - Qpj . Onp

ou

A= (a;;)i<i<n  ou (a;;)
1<5<p
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6.1. CALCUL MATRICIEL

3 6 4
a=(7 5 0)

est une matrice de 2 lignes et 3 colonnes. A € Mss, et on a :a1; = 3 et
G233 = 0.

Exemple 6.1.1

Dmfinition 6.1.2 Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont la méme
taille et que les coefficients correspondants sont égaux.

Exemple 6.1.2 Résoudre ’équation A = B avec

T 1 2 2 1 2
A_<O % —vy —2)’ B_(O ~1 —2>

Comme A = B alors,

x =2 N T =2
La solution est donc x =2 et y = 4.

Remarque 6.1.1 L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a co-
efficients dans k est noté M, ,(k). Les éléments de M, ,(R) sont appelés
matrices réelles.

6.1.2 Matrices particuliéres

e Si n = p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite
matrice carrée. On note M, (k) au lieu de M, ,, (k).

Iy @ ... Qqp
(12_‘]_ Aas .. ﬂz)n
Ana1 Gpa2 -+ App

Les éléments a1 1,a232, ..., a,, forment la diagonale principale de la
matrice.
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Exemple 6.1.3

A=

oo O
NCRTSGE
W Ol W

e A est une matrice carrée de taille 3 X 3 ou As.
o Les éléments 0,4,3 forment la diagonale principale de la matrice

A.

e Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice
ligne ou vecteur ligne. On la note A = (a1 a1 2...a1,) -

Exemple 6.1.4
A= ( -3 70 2 9)

e De méme, une matrice qui n’a qu’une seule colonne (p = 1) est appelée
1,1
21
matrice colonne ou vecteur colonne. On la note A =

an,l

Exemple 6.1.5

e La matrice A de taille n x p dont toutes les éléments nuls est appelée
la matrice nulle et est notée 0,, .

Exemple 6.1.6

00 0 ..0
A= 0 X
00 . 0
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6.2. OPERATION SUR LES MATRICES

6.2 Opération sur les matrices

6.2.1 Addition de matrices

Dnfinition 6.2.1 Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n x p.
Leur somme C' = A+ B est la matrice de taille n X p définie par

cij = CLij + bi]
En d’autres termes, on somme coefficients par coefficients.

Exemple 6.2.1 5i

=5 5) =007

Alors (—2)
B 0+3 5+ (-2 B 3 3
A+B_(—2+1 —1+7>_(—1 6)

Par contre

St
5 -3 1 5

A= 7|, B= 8§ -7 4 Alors A+ B n’est pas définie.

3 0 2 9

6.2.2 Soustraction de matrices

Dmfinition 6.2.2 Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n x p.
Leur soustraction C'= A — B est la matrice de taille n x p définie par

Cij = Q45 — bU

Exemple 6.2.2 5

015 3 0 =2
a=(ya0)e-(50 %)
Alors

(0-31-05-(-2)\ _ (-31 7
A_B_(z—s 4-1 1-6 )_(—1 3 —5)
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6.2.3 Produit d’une matrice par un scalaire

Dmfinition 6.2.3 Le produit d’une matrice A = (a;;) de M, (k) par un
scalaire o € k est la matrice (aa; ;) formée en multipliant chaque coefficient
de A par «.

FElle est notée a. A (ou simplement aA).

3 =3 3

Exemple 6.2.3 Soit A = ( 5 1 0

(1 14)

Proposition 6.2.1 Soient A, B et C' trois matrices appartenant o M, ,(k).
Soient «, f € k deux scalaires.

1. A+ B= B+ A : la somme est commutative,

2. A+ (B+C)=(A+ B)+C :la somme est associative,

3. A+ 0= A : la matrice nulle est l’élément neutre de l’addition,

4. (a4 B)A = aA + BA,

5. a(A+ B) = aA+aB.

),eta:%, alors aA = ;A =

— ol
O olw

=3
2
1
2

-7 2 2 1
Exercice 6.2.1 Soient les matrices A = 0O -1 |,B=1| -2 0
1 —4 -3 -1
1- Calculer A — B et 2A — 3B.
Solution.
-7 2 2 1 -9 1
A—-B= 0O -1 ]—-1| -2 0 = 2 -1
1 —4 -3 -1 4 -3
-7 2 2 1 —14 4 6
2A—-3B = 2 0O -1 |]-31 -2 0 = 0O -2 |- -6
1 —4 -3 -1 2 -8 -9
—20 1
= 6 -2
11 -5
[ ]
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6.2. OPERATION SUR LES MATRICES

6.2.4 Multiplication de matrices

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le
nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Dmfinition 6.2.4 Soient A = (a;;) une matrice n X p et B = (b;;) une
matrice p X q. Alors le produit C = AB est matrice de n x q dont les
coefficients c;; sont définis par :

p
Cij = Z @by
k=
On peut écrire le coefficient de facon plus développée :

Cij — ailblj + ainQj + +azk‘bk‘] + +aipbpj‘

1 0 -3 0 2
Exemple 6.2.4 SoientA:(_4 9 1 ), B=| -1 1

Calculer le coefficient c;; dans le produit AB revient donc a calculer le
produit scalaire des vecteurs formés par la i — éme ligne de A et la j — éme
colonne de B.

Remarque 6.2.1 Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.
Soient AB et BA définis et de la méme taille , on a en général AB # BA.

Exemple 6.2.5 5i

11
1 -1 2

A:( ),B: 2 —1
30 -3 L

Calculer AB, et BA.
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Solution.
1 1

1 -1 2 10
w-(375)(14)-(0)

3 0 -3 L1 0 6

et

1 1 4 -1 -4
BA=| 2 -1 <:1))_01 _23>_ -1 -2 7
1 -1 -2 -1 5

Alors AB # BA. m

2 =2 3 3

9 0 4 4
AB:(—Q —8)’BA:(15 —3)

e AB = 0 n’implique pas A = 0 ou B = 0. En d’autres termes, on peut
avoir A # 0 et B # 0 mais AB = 0.

Exemple 6.2.6 Soient A = ( 31 ), B = ( 2 -1 )Ona

Exemple 6.2.7 Soient A = < 8 _61 ), B = ( (1) _03 )On a AB =0.

e AB = AC n’implique pas B = C'. On peut avoir AB = AC et B # C.

. 0 —1 4 -1
Exemple6.2.850wntA—(O 5 ), B—(5 4 ),et C =
2 5 .
(54>Ona

-5 —4
AB = AC = ( . )
Proposition 6.2.2 .
1. A(BC) = (AB)C : associativité du produit,
2. A(B+C)=AB+ AC et (B+ C)A = BA+ CA : distributivité du
produit par rapport a la somme,

3. A0=0¢e0A=0.
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6.2.5 Transposition d’une matrice

Dafinition 6.2.5 On appelle transoposée d’une matrice A de type (n,p)
et de terme général a;;, la matrice notée *A
obtenue en changant les lignes et les colonnes de méme indice i de A

A= (aij) <:>t A=t (Clij) = Q-

Exemple 6.2.9 Soient A, B et C

1 9 5 3
A:(3 4),3: -1 2 |,0=(53 1)
0 7
alors
1 3 5 —1 0 0
t__ - — - —
A‘(—z 4)’3_(3 2 7)’0_ ‘?

ThEorEBmme 6.2.1 Soient A et B deux matrices et o un scalaire :
1- (AN = A,
2- (@A) = oA,
3- (A+ B)'= A"+ B,
4- (AB)! = B'A".

Exemple 6.2.10 .
2 0
) calors'A=1| -1 -1
3 5

2 -1 3

1- SoztA—(O 15

ett(tA):<§ - g):A.

2—50itA=(2 -1 3),al0rsaA:(2a ~la 3a>

0 -1 5 0 —la Sa
2a 0 2 0
et'(@A)=| —la —la | =a| -1 -1 | =a'A.
3o da 3 5
. 2 -1 3 -1 2 0
3- SoztA-(O 1 5>etB—(3 4 6>’
1 1 3 . b3
alors A+ B = ='"(A+B)=| 1 -5
3 =5 11 3 11
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2 0 -1 3 1 3
et'!A+'B=[ -1 -1 |+| 2 -4 |=]1 -5 | =t(A+B).
3 5 0 6 3 11
. 1 -2 -3 1 4
4—Sozent0—(_4 3 >etD—( 1 0 _2),
-5 15
alors CD = < 155 _14 288 > = (CD) = 1 —4
8 28
-3 1 _— -5 15
puis 'DIC = 1 0 ( 9 3 ) = 1 -4 | = (CD)
4 =2 8 28

6.2.6 La trace d’une matrice

DEfinition 6.2.6 Soit la matrice carrée A de taille n X n.
La trace de la matrice A est le nombre obtenu en additionnant les élé-
ments diagonaux de A. Autrement dit,

trA =an + asm + ... + apy.

Exemple 6.2.11 Soient

112
A—(éé),etB— 3 2 8
10 0 —10

alorstrA=2+5=TettrB=1+2+(—-10) = —T7.

ThEorBmme 6.2.2 Soient A et B deux matrices n X n. Alors :
1.tr(A+ B) =trA+trB,
2. tr(aA) = atrA pour tout o € k,
3. tr(AB) = tr(BA).

6.3 Matrices carrées particuliéres

Soit A une matrice carrée d’ordre n
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6.3.1 Matrice diagonale

Dmfinition 6.3.1 Une matrice carrée dont tous les éléments sont nuls sauf
de la diagonale principale est appelée matrice diagonale.
A = (ai;) avec a;; =0 pouri # j a la forme suivante :.

ai 0 . 0 . 0
0 aso . 0 . 0
. o . . . .
0 0 0 a; 0 O
. . .. .0
0 0 . 0 0 a,,
1 0 0
Exemple 6.3.1 Soit A= | 0 —1 0 | une matrice diagonale.
0o 0 3

6.3.2 Matrice identité

Dmfinition 6.3.2 On appelle matrice identité ou matrice unité la ma-
trice diagonale ou les éléments de la diagonale principale sont égaux a 1
A = (a;j) avec a; = 1. On note I, ou I.

Proposition 6.3.1 Al =1A=A avec

012:<(1) (1)) a d’ordre 2.

1 00
elz=| 010 a d’ordre 3.
0 01

Exemple 6.3.2 .

Remarque 6.3.1 Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un role

analogue & celui du nombre 1 pour les réels. C’est l’élément neutre pour la
multiplication.

6.3.3 Matrice scalaire

Dnfinition 6.3.3 On appelle matrice scalaire la matrice diagonale ot
les éléments de la diagonale principalae sont égaux.
A = (ai;) avec a; = X € k.
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Proposition 6.3.2 .
A0 O 100
SiA=|1 0 N0 |=A=X=X[01 0
0 0 )\ 00 1

6.3.4 Puissance d’une matrice

Dnfinition 6.3.4 Pour tout A € M, (K), on définit les puissances succes-

sives de A par A° = I, et APt = AP x A pour tout p € N. Autrement
dit,

p facteurs
Si A est diagonale,
a1 0 0
A= 0 929 0
0 0 ass
alors
ai; 0 O azgs 0 0
A= 0 d) O |, A= 0 a 0 |, et
0 0 a3 0 0 ai
En particulier, I = I pour tout entier positif n.
1 3 1
Exercice 6.3.1 Soit A= 0 -1 0
0 0 =2
Calculer A? et A3.
Solution.
1 3 1 1 3 1 1 0 —1
A?=AA=[0 -1 0 -1 0 |=101 0
0 0 =2 0 0 =2 0 0 4
et
1 0 —1 1 3 1 1 3 5
A=AA=101 0 0 -1 0 |= -1 0
0 0 4 0 0 =2 0 0 -8
[
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Formule du bindme

Comme la multiplication n’est pas commutative alors

(A+B)* = (A+B)x(A+B)
= A’+ AB+ BA+ B>

Proposition 6.3.3 Soient A et B deux éléments de M, (k) qui commutent,
c’est-a-dire tels que AB = BA. Alors, pour tout p € N, on a la formule

p
k gk —k
(A+ By =) cpA*Br+.

k=0
Exercice 6.3.2 Soient
0 01 1 0 0
A=1 010 |,B=|0 0 2
1 1 2 1 -1 0
Calculer A%, B%, AB et BA.
Solution. Calcule
11 2 1 0 0
A? = 010 |,B>°=|2 -2 0
2 3 5 1 0 =2
1 -1 0 0 0 1
AB = [0 0 2 |.,BA=[2 2 4
3 -2 2 0 -1 1

6.3.5 Matrice symétrique

Dmfinition 6.3.5 Matrice carrée dont les éléments symétriques par rap-
port & la diagonale sont égaux (a;; = aj;) .

Exemple 6.3.3 Soit

Proposition 6.3.4 :
Une matrice carrée A telle que A =" A est symétrique.
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6.3.6 Matrice antisymétrique

Dmfinition 6.3.6 Matrice carrée dont les éléments symétriques par rap-
port a la diagonale sont opposés et ceuxr de la diagonale principale nuls
(aij = —Qy; et iy = 0)

Exemple 6.3.4

0 -1 3
A= 1 0 -6
-3 6 0
Proposition 6.3.5 :
Une matrice carrée A telle que A = —'A est antisymétrique.

6.3.7 Matrice triangulaire

Dmfinition 6.3.7 Matrice carrée dont les éléments sont nuls au-dessus
(a;; = 0 pour i > j : matrice triangulaire supérieure)
ou au-dessous (a;; = 0 pour i < j: matrice triangulaire inférieure).

Exemple 6.3.5 .

1 3 -1
e Matrice triangulaire supérieure : A = ( 2 -1 ) ;B=10 -1 5
0 3
0 0 6
10 1 00
e Matrice triangulaire inférieure : C' = D=1 -2 0 0 |.
L3 0 4 3

6.3.8 Matrice inversble

Dafinition 6.3.8 Soit A € M, (k). On dit qu’elle est inversible s’il existe
une matrice B € M, (k) telle que :

AB= BA=1,

On appelle B l'inverse de A et notée A™".

2 1
Exemple 6.3.6 Soit A= 0 3 1
2 1
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-1 -1 4
Pour vérifie que AV =2 2 2 -2 | ona,
-6 0 6
2 1 -1 1 -1 -1 4
AATL = 03 1 5 2 2 =2
21 0 -6 0 6
1 2 1 -1 -1 -1 4
= 6 0 3 1 2 2 =2
21 0 -6 0 6
1 6 00
=5 06 0 |=1I3
0 0 6
° . 1 _2 , . _1
Exercice 6.3.3 Soit A = 3 _5 .Déterminer A=".

Solution. Supposons A~* ( ch Z ) € M, (R), alors

AXA_1:]2
on a,
1 =2 (@ by (10
3 -5 cd) \0 1)
alors,
a—2c b—2d \ (10
3a—5c 3b—5d ) \ 0 1)’
donc,
a—2c=1
b—2d=0
3a—5c=0 "
3b—5d=1
alors;
a=-5b=2c=-3, d=1
donc,
4 [ =5 2
A _(_3 2.
[ ]
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Proposition 6.3.6 1- Si A est inversible, alors son inverse est unique.

2- Soit A une matrice inversible. Alors A™' est aussi inversible et on
a: (A=A

3- Soient Aet B deux matrices inversibles de méme taille. Alors AB est

inversible et
(AB)™' = B7tA™L.

0O 1 -1
Exercice 6.3.4 Soit A = -3 4 -3
-1 1 0

1) Trowver a, B € R tel que : A*+ aA+ BI3 =0, ot I3 est la matrice
unité d’ordre 3.
2) Vérifier que la matrice A est inversible.

3) Calculer A~1.

Solution. 1) On va calcul A? + oA+ 313 =0 :

0 1 -1 0 1 -1 -2 3 -3
A2=| -3 4 -3 | x| -34 =3 |=| -9 10 -9
-11 0 -11 0 -3 3 -2
—2 3 -3 0 1 -1 10
A2+ A+ BI; = -9 10 -9 |4+al| -3 4 =3 |+8| 01
-3 -3 =2 -11 0 0 0
= 03

Alors

—24+5=0 B _
{3—}—@20 =0 =2,aa=-3.

2) Vérifier que la matrice A est inversible.
On a,

A+ aA+pl; = 0= A*—-34A-215=0
A(A=31;3) =2I3

1
Alors, A est inversible.

3) Calculer A™!

104

— o O



6.4. CALCUL DES DETERMINANTS

a
c
_I_
1 1
1 0 1 -1 1 00
= 3 -3 4 -3 ]1-31010
-1 1 O 0 01
-3 1 -1
1
= 3 -3 1 -3
-1 1 -3
Alors,
=3 1 =1
1 B
AT = 2 2 2
113
2 2 72
]
1 0 2
Exercice 6.3.5 Soit A = 0 -1 1
1 -2 0

Calculer A3 — A. En déduire que A est inversible puis déterminer A~L.

6.4 Calcul des déterminants

6.4.1 Déterminant d’une matrice carrée d’odre 2

Dmfinition 6.4.1 Soit A € M, (k) une matrice 2 x 2, A = < CCL 2 ) :
a b

Alors det (A) = d

’:ad—cb
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i
Gy T3z Op3 113 dyy @y My
Qg gy, gy, O3 da Q3 4z dgy g
O3y @3y “dgy, G5 d4 Oz dzy a3y 4 :
L

Exemple 6.4.1 Soit A = ( L= ) On a

det (4) = ’

3 =5
1 -2
3 _5‘:1><(—5)—3><(—2):1

6.4.2 Déterminant d’une matrice caréée d’odre 3

Dnfinition 6.4.2 Soit A € M; (k) une matrice 3 x 3,

11 Q12 0413
A= Q21 Q22 A23
a3; Aazz2 ass

Voici la formule (c’est la régle de Sarrus ) pour le déterminant :

det A = ay1a92a33 + a12G23031 + 13021032 — A31G22013 — (32023011 — U33021012

Attension : Cette méthode ne s’applique pas pour les matrices de taille

supérieure a 3.

2 1 0
Exemple 6.4.2 Calculons le déterminant de la matrice A= | 1 —1 3
3 2 1
Par la régle de Sarrus :
i 3
2 1 0
1 Y NS —
3 2 1 3 2
" )
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detA = 2x(-1)x1+1x3x3+0x1x2
—3x(-1)x0—-2x3x2—-1x1x1
= —6

6.4.3 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

Dafinition 6.4.3 Soit A € M, (k) une matrice de taille n X n

@11 Q12 . Q15 . Qin

Q21 Q22 . Q25 . Q2
A=

Qi1 442 Qi Qipn

an1  Qp2 - anj . Qpn

On peut alors développer le calcul du déterminant de A suivant une ligne
ou une colonne :
¢ Développement suivant la ligne i :

det(A) :Z (—1)i+j Qg det (AZ]) = Z aij.C'ij
j=1 j=1
¢ Et le développement suivant la colonne j :

n

det(A) :Z (—1)i+j Qg det (AU) = Z CLZ']'.CZ']'.
i=1

i=1
Le terme Ci; = (—1)""/ det (Ay;) est appelé le cofecteur du terme ay; et
le terme det (A;;) est appelé le mineur du terme a;.

-2 2 =3
Exemple 6.4.3 Soit A= -1 1 3
4 0 —1
Calcul de détermiant par rapport a la ligne 1 :
—2 2 -3 3
det(4) = [ =1 1 3 |=> (-1)'".ay.det(Ay)

4 0 -1 j=1
= (—1)1+1 a1 det (All) —I— (—1)1+2 ai2 det (Alg) + (—1)1+3 ai13 det (Alg)
1 3 -1 3 -1 1
0 —1 4 -1 4 0

= +(—2)' ‘—2‘ ‘+(—3)

= —2(1x(-1)—0x3)—2((-1)x(-1)—4x3)—3((-1) x0—4x1)

= 2+4+22+12=236
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DETERMINANTS

Exercice 6.4.1 Cualculer le déterminant des matrices suivant :

12 -1 2 0 1 éiggg
A=|2 4 -3 )|,B=[5 -4 =2 |,Cc=
1 -1 -1 3 -2 3 2 11 =2
4 -3 0 1
Solution. .
+ - +
1 2 -1
det (A) = 5 4 _3
1 -1 —1
4 =3 2 -3 2 4
Al 4 3] o] 4]
= -3

Alors det (A) = —3.
det (B) = —30 ( calculer le déterminant par rapport a la ligne 1)
det (C') = 3 ( calculer le déterminant par rapport a la colonne 3 )

+ - 4+ -
1 -2 3 2

det(C) = |0 =3 0 2 +
2 1 1 —-2| -
4 -3 0 1 +

0 -3 2 1 -2 2

— 43|5 1 —2|+1|0 -3 2

4 -3 1 4 -3 1

Proposition 6.4.1 Soient A, B € M, (k)
1/ det(*A) = det(A).
2/ det(A.B) = det(A).det(B)
3/ det(aA) = a"det(A).

aj 1 0 . 0 . 0
0 3272 . 0 . 0
4/ det 0 0 a 0 = aj1.a2...apn-
2]
0 0O . 0 . ap,

108



6.4. CALCUL DES DETERMINANTS

11 ai2 . Q15 . Q1p 11 Ai2 . dij

a1 Q22 . Q25 . A2, G21 dAg22 . Az
5/ det ' S = a.det

aa;1 ;9 aa; ; aa; n Qi1 A2 Qj j

Qn,1 Qp 2 . an,j . Ann ap1 Ap2 - an,j

6.4.4 Comatrice-Matrice adjointe

Dnfinition 6.4.4 Soit A € M, (k) une matrice carrée de taille n x n.
On appelle comatrice ( ou matrice adjointe ) de A, la matrice carrée
d’ordre n, notée com (A) (ou adj (A)) définie par :

CH 012 Cln

021 CQQ an
com (A) =

Coi Chz oo oo Cun

ot Cy; est le cofacteur de l'élément a;; de A définie a partir du mineur
det (A;;) par la relation Cy; = (—1)"77 det (A;;) .

1 2 3
Exemple 6.4.4 Soit la matrice A= | —1 2 0 |, calculons comatrice
2 1 4
de A
Cn Crp Ci3
OnaC’om(A): 021 022 023
Cs1 Oz Csg
2 0 -1 0 -1 2
14 T 2 04 T2
2 3 13 1 2
Com(A)=1| =1 4 F9 4 T2
2 3 1 3 1 2
Too T 10 To1o
Alors,
8 4 -5
Com(A)=| -5 -2 3
-6 -3 4

a1n
a2 n

ai,n

Qnn
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6.4.5 Matrice inverse

Dmfinition 6.4.5 Sile déterminant d’une matrice A est non nul (det (A) # 0),
alors A est inversible, son inverse étant donnée par :

1= L (Com (A))

8§ 4 =5
Exemple 6.4.5 SoitA=| -1 2 0 | ,onaCom(A)=]| -5 -2 3
-6 -3 4

_l’_

+

det (A) = | -1 2

-~ O

= 43 ~0

12 1 2
2 1 o 1 T4 =1

Comme det (A) = 1 # 0, alors IA™! tel que

1t 1 8 4 -5
A = —— (Com(A) == -5 -2 3
det (A) L\ ¢ 3 4
8§ 4 =5
At = [ -5 -2 3
-6 -3 4
123 1 37
Exercice 6.4.2 : Soit A= 2 3 4 |;B=| 2 4 8
3 5 7 5 0 6
1- Calculer det (A) et det (B) .
2- Calculer A=Y et B~ s’il existent.
Solution. .
1) Calculons le det (A) et det (B) :
1 2 3
det (A)=[2 3 4|=0
345
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et
3 1 -2
det(B): 3 -2 4 |=-63
-3 4 -1

2)_Calculons A~! et B~! §’ils existent

Comme det (A) = 0 on a : A n’est pas inversible.
et det (B) = —63 # 0 alors, B est inversible

tel que
Bt = com (B)
= com
det (B)
En effet :
. -2 4 3 4 n 3 =2
4 -1 -3 —1 -3 4
1 -2 3 -2 3 1
com(B) = _‘4 —1' Tl -3 -1 -3 4
1 =2 3 =2 3 1
o2 4 ‘3 4 ' HEE
—14 -9 6
= -7 -9 -15
0 —-18 -9
Alors :
-4 -7 0
"(com(B)=]1 -9 -9 -18
6 —-15 -9
Par conséquant :
] —14 -7 0 2 10
-1 _ _ 11 2
B = 63 -9 -9 —-18 | = 117
6 —-15 -9 5 oo 7

Exercice 6.4.3 : Pour quelles valeurs du paramétre t la matrice suivante
est-elle inversible ¢

Dans ce cas, déterminer son inverse.

A=

O N =
— = O
= O o+
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